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Z³o¿one chaotyczne szeregi czasowe

1. Wprowadzenie

Zjawiska zachowania chaotycznego obserwowane w œwiecie rzeczywistym
i jego modelach matematycznych zwi¹zane s¹ z charakterem dynamiki badanego
systemu. Najogólniej mówi¹c oznacza to wystêpowanie w rozpatrywanym syste-
mie przebiegów pewnych zmiennych opisuj¹cych jego zachowanie, które cechuje
bardzo nieregularny kszta³t (Kendall, 2002, s. 210). Przebiegi te s¹ bardzo trudne
do przewidywania w d³ugim horyzoncie czasowym, natomiast s¹ dobrze przewi-
dywalne w krótkich przedzia³ach czasu. Z regu³y systemy dynamiczne zacho-
wuj¹ce siê w sposób chaotyczny cechuje du¿¹ wra¿liwoœæ na warunki pocz¹tkowe
wyznaczaj¹ce punkt startowy trajektorii ewolucji systemu (Tempczyk, 2002, s. 68;
Dorfman, 2001, s. 69). Stanowi to zwykle g³ówn¹ przyczynê nieprzewidywalnoœci
zachowañ systemu chaotycznego w d³u¿szych odcinkach czasu. Mówi¹c o chaosie
deterministycznym mamy na myœli system posiadaj¹cy w pe³ni zdeterminizowan¹
dynamikê, w którym jednak obserwowane jest zachowanie chaotyczne. Jednym
z warunków koniecznych pojawienia siê przebiegów chaotycznych w systemie de-
terministycznym jest nieliniowoœæ zale¿noœci wystêpuj¹cych w tym systemie.

2. Chaos w prostych modelach nieliniowych

Jednym z grupy prostych odwzorowañ nieliniowych, które generuje przebiegi
o charakterze chaotyczne (Baker, Gollub, 1998, s. 84; Schuster, 1995, s. 30) jest
odwzorowanie logistyczne opisywane zale¿noœci¹:

xt+1 = pxt (1 – xt) (1)
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w której nowa wartoœæ szeregu jest wyznaczana na podstawie wartoœci w po-
przedniej chwili czasu. Proces iteracyjny rozpoczyna ustalona wartoœæ pocz¹tko-
wa x0. Formu³a (1) generuje przebiegi chaotyczne dla wartoœci parametru p za-
wartych w przedziale (3.0; 4.0).

Rysunek 1 przedstawia wykres wartoœci szeregu czasowego uzyskanego w re-
zultacie iteracyjnego stosowania formu³y (1) dla parametru p = 3,683828 oraz
wartoœci pocz¹tkowej x0 = 0,7. Rozpoczynaj¹c od punktu startowego wykonanych
zosta³o 5000 kroków iteracji. Jak widaæ, szereg czasowy zobrazowany na wspo-
mnianym wykresie ma zdecydowanie nieregularny i niecykliczny kszta³t.

Stan systemu dynamicznego w pewnym wybranym momencie czasu opisaæ
mo¿na zbiorem wartoœci zmiennych systemu (nazywanych tak¿e zmiennymi sta-
nu). Uporz¹dkowany zbiór tych wartoœci interpretowaæ mo¿emy jako punkt
w wielowymiarowej przestrzeni stanów systemu. Wymiar tej przestrzeni zale¿y
bezpoœrednio od iloœci zmiennych opisuj¹cych system. W najprostszym przypad-
ku utworzyæ mo¿emy dwuwymiarow¹ przestrzeñ maj¹c¹ postaæ p³aszczyzny fazo-
wej. W przypadku bardziej z³o¿onych systemów dynamicznych przestrzeñ fazowa
wymaga uwzglêdnienia trzech lub wiêkszej liczby wymiarów. Jest rzecz¹ oczy-
wist¹, ¿e wzrost wymiarowoœci przestrzeni fazowej znacznie zwiêksza stopieñ
trudnoœci i z³o¿onoœci obliczeniowej przy analizowaniu obrazu fazowego badane-
go systemu dynamicznego. Jedn¹ z metod umo¿liwiaj¹cych analizê z³o¿onych
przestrzeni fazowych jest ich rzutowanie na wybrane p³aszczyzny lub sporz¹dza-
nie dwuwymiarowych przekrojów.

W rozwa¿anych przez nas zagadnieniach przestrzeñ fazow¹ ograniczymy do
dwuwymiarowej p³aszczyzny fazowej, któr¹ wyznaczaj¹ dwie prostopad³e do sie-
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Rys. 1. Odwzorowanie xt+1 = pxt (1 – xt), parametr p = 3,683828, wartoœæ pocz¹tkowa x0 = 0,7, ite-
racje 3001—3100

�ród³o: opracowanie w³asne.



bie osie. W klasycznym przypadku jedna z osi reprezentuje wybran¹ zmienn¹
systemu, a druga jej pochodn¹ wzglêdem czasu. Obraz fazowy (wykres fazowy)
dynamiki systemu powstaje przez naniesienie na p³aszczyznê fazow¹ punktów
okreœlonych przez wspó³rzêdne, którymi s¹ pary wartoœci obydwu szeregów od-
powiadaj¹ce tej samej chwili czasu. Otrzymane w ten sposób punkty uk³adaj¹ siê
w trajektoriê systemu.

Analizowanie zbudowanego wykresu fazowego systemu dynamicznego stano-
wi silne narzêdzie badania dynamiki tego systemu. Obraz fazowy wyra¿a dyna-
mikê systemu przedstawion¹ w innym wymiarze ni¿ obserwowane szeregi czaso-
we i pozwala rozpoznaæ zale¿noœci trudno zauwa¿alne bezpoœrednio w badanym
systemie. Czas na wykresie fazowym nie biegnie wzd³u¿ wyodrêbnionej osi
uk³adu wspó³rzêdnych, ale mo¿e zostaæ zobrazowany na tym wykresie w formie
znaczników umieszczonych wzd³u¿ trajektorii badanego systemu.

Na rysunku 2 przedstawiony zosta³ obraz fazowy dla przypadku szeregu cza-
sowego przedstawionego w postaci wykresu czasowego z rysunku 1. Obserwuj¹c
punkty wykresu stwierdzamy du¿¹ równomiernoœæ ich rozk³adu wzd³u¿ trajektorii
rozwa¿anego systemu. Œwiadczy to o zdecydowanym braku cyklicznoœci i po-
rz¹dku w generowanym szeregu chaotycznym. Przy zmianie wartoœci parametru
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Rys. 2. Wykres fazowy szeregu generowanego przez odwzorowanie xt+1 = pxt (1 – xt),
parametr p = 3,683828, wartoœæ pocz¹tkowa x0 = 0,7, iteracje 3001—3100
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Rys. 3. Wykres fazowy szeregu generowanego przez odwzorowanie xt+1 = pxt (1 – xt),
parametr p = 3,693448, wartoœæ pocz¹tkowa x0 = 0,7, iteracje 3001—3100
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Rys. 4. Wykres czasowy szeregu generowanego przez odwzorowanie xt+1 = pxt (1 – xt),
parametr p = 3,693448, wartoœæ pocz¹tkowa x0 = 0,7, iteracje 3001—3100
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p=3,693448 generowany przez odwzorowanie (1) szereg czasowy wykazuje
mniejsz¹ chaotycznoœæ, co mo¿na wywnioskowaæ ze znacznie mniejszej liczby
punktów wykresu fazowego tego szeregu (rysunek 3). Powodem takiego obrazu
jest nak³adanie siê punktów trajektorii w przestrzeni fazowej, czego przyczyn¹
jest znacznie wiêksza cyklicznoœæ i powtarzanie siê sekwencji wartoœci w szeregu
czasowym. Wskazane cechy charakterystyczne szeregu widaæ wyraŸnie na wykre-
sie czasowym pokazanym na rysunku 4.

3. Z³o¿one chaotyczne szeregi czasowe

Szeregi czasowe generowane przez proste odwzorowania nieliniowe mo¿na
poddawaæ operacjom, w wyniku których powstaje nowy szereg mog¹cy stanowiæ
przedmiot badañ. Na u¿ytek niniejszej pracy powsta³y w ten sposób szereg nazy-
waæ bêdziemy szeregiem z³o¿onym. Operacje wspomniane wy¿ej to proste dzia³a-
nia arytmetyczne wykonywane na odpowiadaj¹cych sobie wartoœciach szeregów.

WeŸmy pod uwagê dwa szeregi czasowe x(1) oraz x(2) generowane niezale¿nie
od siebie przez odwzorowanie (1) dla jednakowej wartoœci pocz¹tkowej x(1)

0 =
x(2)

0 = 0,7 oraz ró¿nych wartoœci parametru p. W prosty sposób mo¿emy dokonaæ
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Rys. 5. Wykres fazowy szeregu œredniej arytmetycznej szeregów z rysunków 1 i 4
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z³o¿enia tych szeregów obliczaj¹c dla ka¿dej pary wartoœci szeregów œredni¹
arytmetyczn¹. Powsta³y w ten sposób szereg

xt =(x(1)
t + x(2)

t)/2 (2)

ma wartoœci mieszcz¹ce siê w tym samym przedziale, co szeregi sk³adowe. Dla
otrzymanego szeregu zbudowaæ mo¿emy wykres fazowy, tak jak dla szeregów
sk³adowych. Interesuj¹cym zagadnieniem jest badanie w³asnoœci wykresu fazowe-
go dla ró¿nych par wartoœci parametrów p szeregów sk³adowych.

Dla dwóch wartoœci parametru p(1) = 3,683828 oraz p(1) = 3,693448, czyli dla
dwóch zaprezentowanych wczeœniej ju¿ szeregów, otrzymujemy na podstawie za-
le¿noœci (1) i (2) wykres fazowy szeregu œredniej arytmetycznej przedstawiony na
rysunku 5. Obraz fazowy œredniej ma, jak widaæ, zasadniczo inny charakter
w porównaniu z wykresami fazowymi szeregów sk³adowych.

Wykres czasowy szeregu œredniej arytmetycznej ma natomiast wygl¹d cha-
otycznego szeregu czasowego. Analizuj¹c ten wykres trudno by³oby ustaliæ, ¿e
szereg powsta³ ze z³o¿enia dwóch innych chaotycznych szeregów czasowych ge-
nerowanych odwzorowaniem logistycznym. Na podstawie porównania wykresów
fazowych (rysunki 2 i 5) mo¿na stwierdziæ zasadniczo ró¿ny charakter i sposób
powstania obydwu rozwa¿anych chaotycznych szeregów czasowych.

WeŸmy pod uwagê jeszcze jeden przyk³ad z³o¿onego chaotycznego szeregu
czasowego, który powsta³ jako œrednia arytmetyczna dwóch niezale¿nie genero-
wanych szeregów czasowych o parametrach — pierwszy szereg: x0 = 0,7 i p =
3,733122 oraz drugi szereg x0 = 0,7 i p = 3,768627. Na rysunku 7 zobrazowa-
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Rys. 6. Wykres czasowy szeregu œredniej arytmetycznej odpowiadaj¹cy wykresowi fazowemu
przedstawionemu na rysunku 5
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no kolejno wykresy fazowe wspomnianych szeregów czasowych, a na rysunku 8
przedstawiono wykres fazowy szeregu œredniej arytmetycznej.

Wykres fazowy przedstawiony na rysunku 8 ma zasadniczo ró¿ny charakter
w porównaniu z omawianymi wczeœniej wykresami fazowymi prezentowanymi
na rysunkach 2, 3 i 5. Dalsze badanie charakterystycznych cech wykresów fazo-
wych chaotycznych szeregów czasowych mo¿e dostarczyæ wygodnego narzêdzia
klasyfikacji tej klasy szeregów, a tym samym przyczyniæ siê do lepszego rozpo-
znania dynamiki systemów chaotycznych.

4. Inne operacje na chaotycznych szeregach czasowych

Obok œredniej arytmetycznej chaotycznych szeregów czasowych rozpatrywaæ
mo¿na wiele innych operacji z³o¿enia generowanych niezale¿nie szeregów. Przy-
k³adowo rozpatrzymy formu³ê odwzorowania kwadratowego

xt+1 = 2xt
2 – 1 (3)

która generuje chaotyczne szeregi czasowe dla ró¿nych wartoœci pocz¹tkowych x0.
Wybieraj¹c dwie wartoœci pocz¹tkowe x0 = 0,7223 oraz x0 = 0,0434 i doko-

nuj¹c 10000 iteracji odwzorowania (3) uzyskujemy dwa chaotyczne szeregi cza-
sowe o wykresach fazowych pokazanych na rysunku 9.
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Rys. 7. Wykresy fazowe chaotycznych szeregów czasowych generowanych przez formu³ê (1) dla
parametrów — pierwszy szereg: x0 = 0,7 i p = 3,733122, drugi szereg: x0 = 0,7 i p = 3,768627
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Rys. 8. Wykres fazowy szeregu czasowego œredniej arytmetycznej chaotycznych szeregów czaso-
wych reprezentowanych przez wykresy fazowe z rysunku 7
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Rys. 9. Wykresy fazowe chaotycznych szeregów czasowych generowanych przez formu³ê (3) dla
parametrów — pierwszy szereg: x0 = 0,7223 i drugi szereg: x0 = 0,0434
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Na podstawie otrzymanych chaotycznych szeregów czasowych tworzymy sze-
reg ró¿nicowy xt zgodnie z zale¿noœci¹

xt =(x(1)
t – x(2)

t) (4)

Otrzymany szereg czasowy równie¿ przejawia charakter chaotyczny, a jego
wykres fazowy przedstawiony zosta³ na rysunku 10.

Porównuj¹c otrzymane obrazy fazowe widzimy wyraŸn¹ ró¿nicê w charakterze
wykresów fazowych sporz¹dzonych dla prostych — generowanych jednolit¹ for-
mu³¹ np. (1) lub (3) — chaotycznych szeregów czasowych oraz z³o¿onych szere-
gów czasowych powsta³ych jako pewna kombinacja szeregów sk³adowych.

Rozpatrzmy jeszcze jeden przyk³ad z³o¿enia chaotycznych szeregów czaso-
wych poprzez utworzenie szeregu iloczynów poszczególnych ich elementów. Re-
zultat tej operacji pokazuje rysunek 11, na którym zaprezentowano obraz fazowy
szeregu iloczynowego. Równie¿ ten obraz fazowy przejawia charakterystyczne
cechy, które nie s¹ mo¿liwe do zaobserwowania na wykresach czasowych szere-
gów chaotycznych.
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Rys. 10. Wykres fazowy szeregu czasowego ró¿nic chaotycznych szeregów czasowych reprezento-
wanych przez wykresy fazowe z rysunku 9
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5. Zakoñczenie

Nale¿y stwierdziæ, ¿e z³o¿one chaotyczne szeregi czasowe stanowi¹ odrêbn¹
grupê szeregów chaotycznych. Badanie w³asnoœci takich szeregów mo¿e stanowiæ
samo w sobie interesuj¹ce zagadnienie. Otrzymane rezultaty mog¹ przyczyniæ siê
do rozwoju metod klasyfikacji chaotycznych szeregów czasowych, a tak¿e aprok-
symacji dowolnych chaotycznych szeregów odpowiednio zdefiniowanym z³o¿e-
niem prostych szeregów.
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Streszczenie

Przebiegi o charakterze chaotycznym obserwowane s¹ w systemach deterministycznych, w któ-
rych wystêpuj¹ nieliniowoœci. Proste odwzorowania nieliniowe, takie jak odwzorowanie logistyczne
lub kwadratowe, generuj¹ w sposób iteracyjny chaotyczne szeregi czasowe. W pracy zaproponowa-
no badanie w³asnoœci z³o¿onych chaotycznych szeregów czasowych powstaj¹cych przez wykonanie
operacji na parach lub wiêkszej liczbie odpowiadaj¹cych sobie elementów szeregów sk³adowych.
Wygodn¹ metod¹ badania w³asnoœci powsta³ych szeregów czasowych jest sporz¹dzenie i analiza ich
obrazów fazowych, które ujawniaj¹ cechy nie obserwowane bezpoœrednio na wykresach czasowych
rozpatrywanych szeregów.
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chaos deterministyczny, z³o¿one chaotyczne szeregi czasowe, obraz fazowy

Compound Chaotic Time Series

S u m m a r y

In deterministic systems with non-linear relations there are chaotic courses observed. Simple
non-linear mapping, like logistical or square mapping, generate chaotic time series in the iterative
way. The paper presents a method of properties research of compound chaotic time series, which
are created as a result of some operations, performed on couples or greater number of correspon-
ding elements of component series. Making and analyzing the phase diagrams, which reveal proper-
ties not observed directly on timing diagrams of consider series, is a convenient method of research
of properties of created time series.

Keywords

deterministic chaos, compound chaotic time series, phase diagram
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