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Zlozone chaotyczne szeregi czasowe

1. Wprowadzenie

Zjawiska zachowania chaotycznego obserwowane w S$wiecie rzeczywistym
i jego modelach matematycznych zwigzane sg z charakterem dynamiki badanego
systemu. Najogodlniej méwigc oznacza to wystgpowanie w rozpatrywanym syste-
mie przebiegdw pewnych zmiennych opisujacych jego zachowanie, ktore cechuje
bardzo nieregularny ksztatt (Kendall, 2002, s. 210). Przebiegi te sa bardzo trudne
do przewidywania w dlugim horyzoncie czasowym, natomiast sg dobrze przewi-
dywalne w krdtkich przedziatach czasu. Z reguly systemy dynamiczne zacho-
wujace si¢ w sposob chaotyczny cechuje duza wrazliwo$¢ na warunki poczatkowe
wyznaczajace punkt startowy trajektorii ewolucji systemu (Tempczyk, 2002, s. 68;
Dorfman, 2001, s. 69). Stanowi to zwykle gtdéwna przyczyng nieprzewidywalnos$ci
zachowan systemu chaotycznego w dtuzszych odcinkach czasu. Méwiac o chaosie
deterministycznym mamy na mysli system posiadajacy w petni zdeterminizowang
dynamike¢, w ktorym jednak obserwowane jest zachowanie chaotyczne. Jednym
z warunkdéw koniecznych pojawienia si¢ przebiegéw chaotycznych w systemie de-
terministycznym jest nieliniowos$¢ zalezno$ci wystgpujacych w tym systemie.

2. Chaos w prostych modelach nieliniowych

Jednym z grupy prostych odwzorowan nieliniowych, ktére generuje przebiegi
o charakterze chaotyczne (Baker, Gollub, 1998, s. 84; Schuster, 1995, s. 30) jest
odwzorowanie logistyczne opisywane zalezno$cia:

Xer1 = pxe (1 — x0) (1)
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w ktorej nowa warto$¢ szeregu jest wyznaczana na podstawie wartoSci w po-
przedniej chwili czasu. Proces iteracyjny rozpoczyna ustalona warto$¢ poczatko-
wa xo. Formuta (1) generuje przebiegi chaotyczne dla wartosci parametru p za-
wartych w przedziale (3.0; 4.0).
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Rys. 1. Odwzorowanie x.:; = px, (1 — x,), parametr p = 3,683828, warto$¢ poczatkowa x, = 0,7, ite-
racje 3001—3100

Zrodto: opracowanie wiasne.

Rysunek 1 przedstawia wykres wartosci szeregu czasowego uzyskanego w re-
zultacie iteracyjnego stosowania formuty (1) dla parametru p = 3,683828 oraz
warto$ci poczatkowej xo = 0,7. Rozpoczynajac od punktu startowego wykonanych
zostalo 5000 krokow iteracji. Jak widac¢, szereg czasowy zobrazowany na wspo-
mnianym wykresie ma zdecydowanie nieregularny i niecykliczny ksztatt.

Stan systemu dynamicznego w pewnym wybranym momencie czasu opisaé
mozna zbiorem warto$ci zmiennych systemu (nazywanych takze zmiennymi sta-
nu). Uporzadkowany zbidr tych wartosci interpretowaé mozemy jako punkt
w wielowymiarowej przestrzeni stanow systemu. Wymiar tej przestrzeni zalezy
bezposrednio od ilosci zmiennych opisujacych system. W najprostszym przypad-
ku utworzy¢ mozemy dwuwymiarowa przestrzen majaca posta¢ ptaszczyzny fazo-
wej. W przypadku bardziej ztozonych systemow dynamicznych przestrzen fazowa
wymaga uwzglednienia trzech lub wigkszej liczby wymiarow. Jest rzecza oczy-
wistg, ze wzrost wymiarowosci przestrzeni fazowej znacznie zwigksza stopien
trudno$ci i ztozonos$ci obliczeniowej przy analizowaniu obrazu fazowego badane-
go systemu dynamicznego. Jedng z metod umozliwiajacych analize ztozonych
przestrzeni fazowych jest ich rzutowanie na wybrane ptaszczyzny lub sporzadza-
nie dwuwymiarowych przekrojow.

W rozwazanych przez nas zagadnieniach przestrzen fazowa ograniczymy do
dwuwymiarowej ptaszczyzny fazowej, ktorg wyznaczaja dwie prostopadie do sie-
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Rys. 2. Wykres fazowy szeregu generowanego przez odwzorowanie x.; = px; (1 — x,),
parametr p = 3,683828, warto§¢ poczatkowa x, = 0,7, iteracje 3001—3100

Zrdodto: opracowanie wlasne.

bie osie. W klasycznym przypadku jedna z osi reprezentuje wybrang zmienng
systemu, a druga jej pochodng wzgledem czasu. Obraz fazowy (wykres fazowy)
dynamiki systemu powstaje przez naniesienie na plaszczyzne fazowa punktow
okreslonych przez wspoélrzgdne, ktérymi sg pary wartosci obydwu szeregow od-
powiadajace tej samej chwili czasu. Otrzymane w ten sposob punkty uktadaja sie
w trajektori¢ systemu.

Analizowanie zbudowanego wykresu fazowego systemu dynamicznego stano-
wi silne narzedzie badania dynamiki tego systemu. Obraz fazowy wyraza dyna-
mike systemu przedstawiong w innym wymiarze niz obserwowane szeregi ¢zaso-
we 1 pozwala rozpozna¢ zaleznosci trudno zauwazalne bezposrednio w badanym
systemie. Czas na wykresie fazowym nie biegnie wzdluz wyodrebnionej osi
uktadu wspotrzednych, ale moze zosta¢ zobrazowany na tym wykresie w formie
znacznikow umieszczonych wzdtuz trajektorii badanego systemu.

Na rysunku 2 przedstawiony zostal obraz fazowy dla przypadku szeregu cza-
sowego przedstawionego w postaci wykresu czasowego z rysunku 1. Obserwujac
punkty wykresu stwierdzamy duza réwnomiernos$¢ ich rozktadu wzdtuz trajektorii
rozwazanego systemu. Swiadczy to o zdecydowanym braku cyklicznosei i po-
rzadku w generowanym szeregu chaotycznym. Przy zmianie warto$ci parametru
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Rys. 3. Wykres fazowy szeregu generowanego przez odwzorowanie x.; = px; (1 — x,),
parametr p = 3,693448, wartos¢ poczatkowa x, = 0,7, iteracje 3001—3100

Zrdédto: opracowanie wlasne
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Rys. 4. Wykres czasowy szeregu generowanego przez odwzorowanie x.; = px, (1 — Xx,),
parametr p = 3,693448, warto$¢ poczatkowa x, = 0,7, iteracje 3001—3100

Zrédto: opracowanie wtlasne
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p=3,693448 generowany przez odwzorowanie (1) szereg czasowy wykazuje
mniejsza chaotycznos$é, co mozna wywnioskowac ze znacznie mniejszej liczby
punktéw wykresu fazowego tego szeregu (rysunck 3). Powodem takiego obrazu
jest naktadanie si¢ punktéw trajektorii w przestrzeni fazowej, czego przyczyna
jest znacznie wigksza cyklicznos$¢ i powtarzanie si¢ sekwencji warto$ci w szeregu
czasowym. Wskazane cechy charakterystyczne szeregu wida¢ wyraznie na wykre-
sie czasowym pokazanym na rysunku 4.

3. Zlozone chaotyczne szeregi czasowe

Szeregi czasowe generowane przez proste odwzorowania nieliniowe mozna
poddawac operacjom, w wyniku ktdrych powstaje nowy szereg mogacy stanowic
przedmiot badan. Na uzytek niniejszej pracy powstaly w ten sposob szereg nazy-
wac bedziemy szeregiem zlozonym. Operacje wspomniane wyzej to proste dziata-
nia arytmetyczne wykonywane na odpowiadajacych sobie warto$ciach szeregow.

Wezmy pod uwage dwa szeregi czasowe x'") oraz x'” generowane niezaleznie
od siebie przez odwzorowanie (1) dla jednakowej wartosci poczatkowej x'Vy =

x?y = 0,7 oraz réznych wartoéci parametru p. W prosty sposéb mozemy dokonaé
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Rys. 5. Wykres fazowy szeregu $redniej arytmetycznej szeregéw z rysunkow 1 i 4

Zrodto: opracowanie wlasne
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zlozenia tych szeregdw obliczajac dla kazdej pary wartosci szeregdw S$rednig
arytmetyczng. Powstaly w ten sposob szereg

x ="+ xP)2 2)

ma warto$ci mieszczace si¢ w tym samym przedziale, co szeregi sktadowe. Dla
otrzymanego szeregu zbudowaé¢ mozemy wykres fazowy, tak jak dla szeregdw
sktadowych. Interesujacym zagadnieniem jest badanie wtasnosci wykresu fazowe-
go dla réznych par warto$ci parametréw p szeregdw sktadowych.
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Rys. 6. Wykres czasowy szeregu $redniej arytmetycznej odpowiadajacy wykresowi fazowemu
przedstawionemu na rysunku 5

Zrdodto: opracowanie wlasne

Dla dwéch wartosci parametru p'” = 3,683828 oraz p'") = 3,693448, czyli dla
dwoch zaprezentowanych wczesniej juz szeregdw, otrzymujemy na podstawie za-
leznosci (1) i (2) wykres fazowy szeregu $redniej arytmetycznej przedstawiony na
rysunku 5. Obraz fazowy S$redniej ma, jak wida¢, zasadniczo inny charakter
w porownaniu z wykresami fazowymi szeregdw sktadowych.

Wykres czasowy szeregu $redniej arytmetycznej ma natomiast wyglad cha-
otycznego szeregu czasowego. Analizujgc ten wykres trudno bytoby ustalié, ze
szereg powstal ze ztozenia dwdch innych chaotycznych szeregéw czasowych ge-
nerowanych odwzorowaniem logistycznym. Na podstawie pordwnania wykresow
fazowych (rysunki 2 i 5) mozna stwierdzi¢ zasadniczo rézny charakter i sposob
powstania obydwu rozwazanych chaotycznych szeregéw czasowych.

Wezmy pod uwage jeszcze jeden przyktad ztozonego chaotycznego szeregu
czasowego, ktory powstal jako $rednia arytmetyczna dwoch niezaleznie genero-
wanych szeregéw czasowych o parametrach — pierwszy szereg: xo = 0,7 i p =
3,733122 oraz drugi szereg xo = 0,7 i p = 3,768627. Na rysunku 7 zobrazowa-
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Rys. 7. Wykresy fazowe chaotycznych szeregdw czasowych generowanych przez formutg (1) dla
parametrow — pierwszy szereg: xo = 0,7 1 p = 3,733122, drugi szereg: xo = 0,7 1 p = 3,768627

Zrd6dto: opracowanie wlasne

no kolejno wykresy fazowe wspomnianych szeregow czasowych, a na rysunku 8
przedstawiono wykres fazowy szeregu $redniej arytmetycznej.

Wykres fazowy przedstawiony na rysunku 8 ma zasadniczo rézny charakter
W poréwnaniu z omawianymi wcze$niej wykresami fazowymi prezentowanymi
na rysunkach 2, 3 i 5. Dalsze badanie charakterystycznych cech wykreséw fazo-
wych chaotycznych szeregow czasowych moze dostarczy¢ wygodnego narzedzia
klasyfikacji tej klasy szeregdw, a tym samym przyczynic¢ si¢ do lepszego rozpo-
znania dynamiki systeméw chaotycznych.

4. Inne operacje na chaotycznych szeregach czasowych

Obok $redniej arytmetycznej chaotycznych szeregow czasowych rozpatrywac
mozna wiele innych operacji ztozenia generowanych niezaleznie szeregdw. Przy-
ktadowo rozpatrzymy formul¢ odwzorowania kwadratowego

X =2x" — 1 (3)

ktéra generuje chaotyczne szeregi czasowe dla roznych wartosci poczatkowych xo.

Wybierajac dwie wartosci poczatkowe xo = 0,7223 oraz xo = 0,0434 i doko-
nujac 10000 iteracji odwzorowania (3) uzyskujemy dwa chaotyczne szeregi cza-
sowe o wykresach fazowych pokazanych na rysunku 9.
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Rys. 8. Wykres fazowy szeregu czasowego $redniej arytmetycznej chaotycznych szeregéw czaso-
wych reprezentowanych przez wykresy fazowe z rysunku 7

Zrdodto: opracowanie wihasne
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Rys. 9. Wykresy fazowe chaotycznych szeregéw czasowych generowanych przez formutg (3) dla
parametrow — pierwszy szereg: xo = 0,7223 i drugi szereg: xo = 0,0434

Zrddto: opracowanie wihasne
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Na podstawie otrzymanych chaotycznych szeregéw czasowych tworzymy sze-
reg roznicowy x, zgodnie z zalezno$cig

x =, - x?) “)

Otrzymany szereg czasowy rowniez przejawia charakter chaotyczny, a jego
wykres fazowy przedstawiony zostal na rysunku 10.

Rys. 10. Wykres fazowy szeregu czasowego rdznic chaotycznych szeregdw czasowych reprezento-
wanych przez wykresy fazowe z rysunku 9

Zrd6dto: opracowanie wlasne

Porownujac otrzymane obrazy fazowe widzimy wyrazng réznic¢ w charakterze
wykresow fazowych sporzadzonych dla prostych — generowanych jednolitg for-
mutg np. (1) lub (3) — chaotycznych szeregdéw czasowych oraz ztozonych szere-
gdéw czasowych powstatych jako pewna kombinacja szeregow sktadowych.

Rozpatrzmy jeszcze jeden przyktad zlozenia chaotycznych szeregéw czaso-
wych poprzez utworzenie szeregu iloczynow poszczegolnych ich elementéw. Re-
zultat tej operacji pokazuje rysunek 11, na ktéorym zaprezentowano obraz fazowy
szeregu iloczynowego. Rowniez ten obraz fazowy przejawia charakterystyczne
cechy, ktére nie sa mozliwe do zaobserwowania na wykresach czasowych szere-
goéw chaotycznych.
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Rys. 11. Wykres fazowy szeregu czasowego iloczyndéw chaotycznych szeregéw czasowych repre-
zentowanych przez wykresy fazowe z rysunku 9

Zrb6dto: opracowanie wihasne

5. Zakoriczenie

Nalezy stwierdzi¢, ze ztozone chaotyczne szeregi czasowe stanowig odrgbng
grupe szeregdw chaotycznych. Badanie wtasnosci takich szeregow moze stanowic
samo w sobie interesujace zagadnienie. Otrzymane rezultaty moga przyczyni¢ si¢
do rozwoju metod klasyfikacji chaotycznych szeregow czasowych, a takze aprok-
symacji dowolnych chaotycznych szeregéw odpowiednio zdefiniowanym ztoze-
niem prostych szeregow.
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Streszczenie

Przebiegi o charakterze chaotycznym obserwowane sa w systemach deterministycznych, w kto-
rych wystepuja nieliniowosci. Proste odwzorowania nieliniowe, takie jak odwzorowanie logistyczne
lub kwadratowe, generuja w sposob iteracyjny chaotyczne szeregi czasowe. W pracy zaproponowa-
no badanie wtasnosci ztozonych chaotycznych szeregéw czasowych powstajacych przez wykonanie
operacji na parach lub wigkszej liczbie odpowiadajacych sobie elementdw szeregéw sktadowych.
Wygodng metoda badania wtasnosci powstatych szeregdow czasowych jest sporzadzenie i analiza ich
obrazoéw fazowych, ktore ujawniaja cechy nie obserwowane bezposrednio na wykresach czasowych
rozpatrywanych szeregow.
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chaos deterministyczny, ztozone chaotyczne szeregi czasowe, obraz fazowy

Compound Chaotic Time Series

Summary

In deterministic systems with non-linear relations there are chaotic courses observed. Simple
non-linear mapping, like logistical or square mapping, generate chaotic time series in the iterative
way. The paper presents a method of properties research of compound chaotic time series, which
are created as a result of some operations, performed on couples or greater number of correspon-
ding elements of component series. Making and analyzing the phase diagrams, which reveal proper-
ties not observed directly on timing diagrams of consider series, is a convenient method of research
of properties of created time series.
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deterministic chaos, compound chaotic time series, phase diagram
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