MaRia DABROWA

Kilka zastosowan pochodnej funkcji
w podstawowych pojeciach ekonomicznych

Wstep

Matematyka jest rozlegla dziedzina wiedzy obejmujaca wiele dyscyplin nauko-
wych o bardzo réznorodnej tematyce i zréznicowanych metodach badawczych. Jest
dziedzing naukowa nadal otwarta — wciaz powstaja i sa dowodzone nowe twierdze-
nia, stosowane nowe metody badawcze. Szczegdlnie atrakcyjne sa tzw. zastosowania
matematyki w innych dyscyplinach naukowych (w tym nawet w biologii, medycy-
nie', naukach humanistycznych?, teorii gier, sporcie itp.).

Tak wiec zastosowanie matematyki w naukach ekonomicznych jest czyms zupetnie
oczywistym. Matematyka jest tu wspaniatym narzedziem, ktore pozwoli lepiej zrozumie¢
znane ekonomiscie pojecia, fakty i zaleznosci 1 spojrze¢ na nie pod nieco innym katem.

W tej pracy chcg pokazaé kilka zastosowan analizy pochodnej funkcji. Jest to
zaledwie niewielki (i mam nadziej¢, najbardziej przystgpny) fragment zastosowan
rachunku rézniczkowego w podstawowych pojeciach ekonomicznych.

W tym celu musze przypomnie¢ podstawowe definicje i twierdzenia, starajac sie
jednak do minimum ograniczy¢ formalizm wypowiedzi i zapisow.

1. Matematyczne ujecie przyrostu funkgji i definicji pochodnej funkciji
w punkcie

W ponizszych rozwazaniach zajmowac si¢ bedg funkcjami rzeczywistymi o war-
tosciach rzeczywistych, a wigc funkcjami typu:

f:D- R DUOR, gdzieD jestdziedzig funkcji f
' Materialy naukowe z XXX Ogolnopolskiej Konferencji Zastosowari Matematyki, Zakopane 18-25 wrze$nia

2001, Warszawa 2001.
2 Matematyka Stosowana, Pismo Polskiego Towarzystwa Matematycznego”, 2001, nr 2.
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Przypomng teraz kilka definicji i twierdzen (by¢ moze znanych Czytelnikowi)
utatwiajacych zrozumienie omawianych tu problemdw.

— Przyrost argumentu

Niech X, 0D i x,+h0OD, hz0
wowczas hjest przyrostem argumentu (moze on by¢ dodatni lub ujemny).

— Przyrost wartosci funkcji odpowiadajacy przyrostowi argumentu h.
Jest to roznica f{x, +h) — f{x,) (rysunek 1).

Rysunek 1

f (x,+h)
f (x,+h) — f(x,) ———>

fix,)

]

X\

— Przyrost przecigtny wartosci funkcji odpowiadajacy przyrostowi argumentu A

Flo+h)-flx)

(od wartosci x ) jest to iloraz: H

Jest on znany rowniez jako iloraz roznicowy funkcji #w punkcie x,,

Wazna jest interpretacja geometryczna tego ilorazu.

Niech krzywa y = f{x) bedzie wykresem funkcji £~ Wezmy sieczng tej krzywej
przechodzaca przez punkty Py = (x5, f(x,)) i P=(x,+h, f(x, +h))

Iloraz réznicowy jest tangensem kata «, ktdry ta sieczna tworzy z kierunkiem do-
datnim osi OX (rysunek 2).
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Rysunek 2

y=1(x)

f (x,+h)

_f(xs+h) = f(x,)
a= h—

—Przyrost wzgledny (procentowy) wartosci funkcji #odpowiadajacy

przyrostowi argumentu h # 0 liczonemu od x jest to iloraz: g ?h)_ fx)

Xo
przyf (x,)# 0, a wiec stosunek przyrostu wartoéci funkcji do wartosci funkcji
w punkcie wyjsciowym x . Stosuje si¢ go czgsto do porownywania tempa przyrostu
funkcji. [loraz ten bardzo czg¢sto wyrazany jest w procentach (jako wyrazenie niemia-
nowane) — stad jego nazwa — przyrost procentowy.

—Przez pochodnafunkcji wpunkcie x, rozumiemy granicg ilorazu
roznicowego (o ile ta granica istnieje 1 jest wlasciwa) przy A zmierzajacym do 0

ot )= 1)
e )= i Xt h)=T{X
f (XO) - r|1| ™ h
Graniczne potozenie, do ktdrego zmierza sieczna (przedstawiona na rysunek 2), gdy 4
dazy do zera, uwaza sie za polozenie stycznej do wykresu w punkcie By = (x, f (x,)).

Tak wigc f'(x)= tg B, gdzie B jest katem utworzonym przez styczna do krzywej
¥ =fix)w punkcie P, = (x,, f (x,))z dodatnim kierunkiem osi OX (rysunek 3).
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Rysunek 3

fxp) === === = m e

tg B =f(x)

v

2. Interpretacja ekonomiczna pochodne;

Koszt wytworzenia dowolnej wielkosci produkeji zalezy od wielkosci naktadow po-
szczeg6lnych czynnikéw produkeji oraz ich cen. Jest on wiec funkcja kilku zmiennych.

Jezeli jednak nasze rozwazania ograniczymy do krétkiego okresu, a wigc czasu,
w ktorym przynajmniej jeden czynnik produkcji jest staly mozemy koszt przedstawié
jako funkcje jednej zmiennej: wielkosci produkcji.

Koszty catkowite sg sumg kosztéw statych i kosztoéw zmiennych.

Niech K:R, - R, bedzie funkcja kosztu catkowitego zalezna od wielkos$ci pro-

dukcji x; gdzie x0(0,+w). Wtedy funkcje KpiX - Kp(x):@ nazywamy fun-
X

_ K(x)

kcja kosztow przeci@tnych,ajejwartos’éKp(xo)——kosztem prze-

cigtnym (jednostkowym) wytworzenia jednostki produktu przy poziomie produkc;ji x,,
Przy podejmowaniu decyzji dotyczacych wielkosci produkcji (i jej wptywu na
koszty) bardzo wazng wskazowka jest ksztattowanie si¢ kosztow jednostkowych przy
r6znych rozmiarach produkcji. W tego typu analizach przydatne jest wykorzystanie
kosztéw krancowych. Koszt krancowy tokoszt wytworzenia dodatkowe;j
jednostki produktu (przy zatozeniu, ze produkcja zmienia si¢ skokowo), czyli przy-
rost kosztoéw spowodowany zwigkszeniem produkcji o jednostke. Tak wiec koszty
krancowe informuja o tym, jak wzrosna koszty catkowite przy wzroscie produkcji
o jedna jednostk@EK _AK .
0 &xO
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Czgsto jednak zaktadamy ciagla, a nie skokowa zmiang wielkosci produkcji.

Przy zatozeniu, ze funkcja K(x)jest rozniczkowalna oraz,

Xo >0, AX>0, X,+Ax>0, gdzie Axjest dodatnim przyrostem argumentu funk-
cji (przyrostem produkcji), mozna zbudowac iloraz réznicowy (przyrost przecigtny)
tej funkcji: K (x, +Ax)-K(x,) _ AK ‘

AX N K

Wyraza on przecietny koszt wytworzenia dodatkowych jednostek produktu (Ax)
poczynajac od poziomu x,,

Granica tego ilorazu przy Ax — Gjest pochodna funkcji K'w punkcie x,,(na podsta-
wie przytoczonej powyzej definicji pochodnej funkcji w punkcie).

MK,
A&TOK =K (o).

Stad K, (x,) = K'(¥,) - Natomiast funkcja K, : x ~ K'(x) jest funkcja kosztu krar-
cowego.

Na podstawie definicji pochodnej funkcji w punkcie i definicji granicy funkcji

w punkcie mozna stwierdzi¢, ze dla dostatecznie matych przyrostéw 4 zachodzi przy-

blizona rownos¢:

f(xo +h)- f(Xo)_~~ £(x)

h o)

AK ' . .
Mamy wigc analogicznie: A =K (Xo) przy dostatecznie matym przyroscie Ax.
Zatem przy dostatecznie matym przyroscie produkcji zachodzi przyblizona réwnos¢:

AK = K'(xo )X .

Zwigkszajac produkcje o Ax jednostek od poziomu wyjsciowego x,, spowoduje-
my przyrost kosztu calkowitego w przyblizeniu o warto$¢ K'(xo)mx.

Przyjmujac w szczegolnosci Ax= 1 (a wigc wzrost produkcji o 1 jednostke w po-
réwnaniu z poziomem wyjsciowym x ), otrzymamy: AK = K'(X)= Ky (%) -

Tak wiec warto$¢ nakladéow zuzytych do wyprodukowania dodatkowej jednostki
produktu,w stosunku do poziomu wyjsciowego x,, jest w przyblizeniu rowna koszto-
wi krancowemu przy produkcji x,,

Analogicznie mozna zinterpretowac pochodna, gdy funkcja opisuje zalezno$¢ utargu
od wielkosci sprzedanej produkcji.

Niech U(x)oznacza utarg uzyskany ze sprzedazy x jednostek pewnego produktu,
x,>0, Ax>0, wowczas, U, (x,)=U'(x,) gdzie U (x,)oznacza utarg kraficowy
na poziomie x,, sprzedanej produkcji, a funkcja U, :x - U '(x)jest funkcja utargu kran-
cCowego.

Przyktad 1

Koszt catkowity wyprodukowania xjednostek pewnego artykutu wyraza si¢ wzorem:

K (x)=0,1x+ 10x+ 200. Przy jakiej wielkosci produkcji koszt przecigtny wypro-
dukowania jednostki tego artykutu bedzie réwny kosztowi krancowemu?
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Funkcja kosztu przecigtnego ma postac:

200

3
Kp(x):wzo,lx2+1o)(+ ,
X

X
a funkcja kosztu krancowego: K (X) =0,3x* +10.

Aby sprawdzi¢, dla jakiej produkcji x te koszty sa rowne, budujemy i rozwigzuje-
my rownanie:

Kk(X)= Kp(X) = 0,3x? +10=0,1x° +10+ 2_20

Rozwiazaniem réwnania jest x= 10. Zatem przy produkcji x= 10 koszt krancowy
jest rowny kosztowi przecigtnemu.

Mozna pokaza¢ (i zrobi¢ to ponizej), ze koszt przecigtny osigga minimum tam,
gdzie koszt przecigtny rowna si¢ kosztowi krancowemu.

3. Elastyczno$¢ funkciji

Jezeli wezmiemy stosunek przyrostu wzglednego wartosci funkcji do przyrostu
wzglednego jej argumentu (liczonemu od x) to otrzymamy dla 4 # 0:
f(xo+h)-f(x). (o +h)=% _ f(x0+h)=f(x5) ; %

fho) % h (%)
Granica tego wyrazenia (o ile istnieje) przyh — 0 jest elastycznoscia funkcji w punk-
cie x,,

. f(xg+h)-f f!
SR RTB I AT

Twierdzenie
Jezeli zmienna x wzrosnie o a% od poziomu x,, to warto$¢ funkcji #wzrosnie
(zmaleje) w przyblizeniu o b%, gdzie b =alE, f (Xoﬁ

Elastycznos¢ funkeji w punkcie x, informuje wigc, o ile procent (w przyblizeniu)
wzrosnie lub zmaleje warto$¢ funkcji, jesli argument x wzrosnie o 1% od poziomu x,,

Elastycznos¢ funkcji ma szerokie zastosowanie w ekonomii, szczegdlnie przy
badaniu zaleznos$ci popytu od wzrostu ceny, a wigc przy badaniu rynku i jego reak-
cji na planowang podwyzke cen wybranych produktow.

Przyktad 2
Obliczy¢ i zinterpretowac elastycznos$ci funkcji popytu wzgledem ceny:
a) Qp)= p? &% przy p,= 10,

b) Q(p)=80000&2/P°%  przy 5 = 100.
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Ada) Obliczamy pochodna funkcji Q(p):
Q(p)= pre®**f2-05p),
E,Q(p)=2-05p O E,Q0=-3.

Zatem jezeli cena p wzrosnie o 1% od poziomu p, = 10, to popyt na ten towar
zmniejszy si¢ o okoto 3%.

Adb) Pochodna funkcji ma posta¢  Q'(p) =80 000@2‘5_0'ng E%% - 0,09H
p

H
a elastyczno$¢ funkcji EpQ(p) = \/E -0,09p O EpQ(loo) =1

Tak wigc przy wzroscie ceny p od poziomu p,= 100 popyt wzrosnie o okoto 1%.

Ekonomiczna analizg tej sytuacji — w tym odpowiedz na pytanie: ,,Z jakiego typu
dobrami mozemy tu mie¢ do czynienia?” — pozostawiam Czytelnikowi.

Pragng jeszcze zwrdci¢ tu uwage na kwestig znaku elastycznosci w punkcie x,

Znak elastycznosci popytu jest na ogét ujemny, gdyz krzywe popytu maja ,,nachy-
lenie ujemne™. Oznacza to, ze kat a nachylenia wykresu funkcji popytu (lub stycznej
do tego wykresu w punkcie A, ktorego pierwsza wspotrzedna jest rowna x) do osi
odcigtych jest rozwarty, a wigc jego tangens jest liczba ujemna.

Przypomne, ze f'(x)=tg o, (f '(x,)<0), tak wiec E, f (%)= % X, <0;
wartos¢ funkcji #{x,)jest dodatnia (jako popyt na dane dobro przy cenie x ) podobnie

jak x, (czyli wyjsciowa cena).

Ekonomisci w dyskusjach na ten temat zwykle dla wygody opuszczaja znak mi-
nus, traktujac go w kategoriach wartosci bezwzglednej. W przypadku gdy wartosé
bezwzgledna cenowej elastycznosci popytu jest rowna 1, moéwimy o elastycznosci
wzorcowej. Gdy |EpQ(p] >1, a wiec wzgledna zmiana popytu jest wigksza niz wzgled-
na zmiana ceny, mowimy o popycie wysoce elastycznym. Im bardziej ta warto$¢ od-
dala si¢ od jedynki, tym popyt jest bardziej elastyczny.

Nalezy jednak pamigtac o tym, ze znak minus (przy elastycznosci popytu) na ogo6t
istnieje. Powinien o tym pamietaé zwlaszcza matematyk, ktéry moze wyznaczac ela-
stycznosci funkcji nie tylko w odniesieniu do funkcji popytu i uzyskiwac liczby ujemne,
dodatnie a nawet zero.

4. Badanie przebiegu zmiennosci funkcji

Proces sporzadzania wykresu funkcji okreslonej danym wzorem poprzedzony jest sze-
regiem, czgsto dos¢ zmudnych, operacji badania tej funkcji. Nie bedg ich omawiata szcze-
gotowo — schemat badania funkcji zawiera 1011 elementow, ktore nalezy sprawdzic?.

3 H.R.V arian, Mikrockonomia, PWN, Warszawa 1997, s. 293.
4 Patrz: T. S tanis z, Zastosowania matematyki w ekonomii, Wydawnictwo TRAPEZ, Krakdw, s. 75, lub
G.M.Fichtenholz Rachunek rézniczkowy i catkowy, PWN, Warszawa 1972, t. I, s. 267.
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Zatrzymam si¢ jednak chwile nad niektérymi elementami tego procesu.

3.1. Badanie pochodnej pierwszego rzedu funkcji

Pozwala ono wyznaczy¢ ekstrema i przedzialy monotonicznosci funkcji, a wigce
przedziaty, w ktorych funkcja rosnie lub maleje.

W punkcie x, istnicje m ak s imu m (lub minimum), jezeli istnigje taki
przedziat otaczajacy punkt x,, ze #(x,) jest najwigksza (wzglgdnie najmniejsza) spo-
$réd wartosci, jakie funkcja przyjmuje w tym przedziale.

Warunkiem koniecznym (ale nie wystarczajacym) istnienia ekstremum w punk-
cie x,jest zerowanie si¢ pochodnej w tym punkcie.

Twierdzenie Lagrange’a pozwala ustali¢ zwigzek migdzy znakiem pochodnej
a wzrastaniem wzglednie zmniejszaniem si¢ wartosci funkcji.

Twierdzenie

Jezeli funkcja jest rozniczkowalna w przedziale (a,b) O R i dla kazdego xU(a,b)
zachodzi nieréwno$é f'(x) >0, to funkcja fjest w tym przedziale rosnaca. Jezeli zas,
f '(x) <0, to funkcja fjest malejaca.

Jezeli zatem funkcja fjest rozniczkowalna w przedziale (a,b), Xo U (a,b) jest miej-
scem zerowym pochodnej oraz:

f'(x)<0 dla x<x,0
( ) 0 O funkcja fma w punkcie x, minimum
'(x)>0 dia x>x,H

3.2. Badanie pochodnej drugiego rzedu

Twierdzenie

Jezeli funkcja f :(a,b) ~ R ma pochodna drugiego rzedu w przedziale (a,b) oraz
f”(x)>0 dla xD(a, b), to funkcja jest wypukta w przedziale (a,b). Jezeli za$
f (X) <0 dla xO (a, b), to funkcja jest wklgsta w przedziale (a,b).

Funkcja rosnaca i wypukta w pewnym przedziale ro$nie szybciej niz rosnaca funkcja
wklesta. Funkcja malejaca i wklgsta w pewnym przedziale maleje szybciej niz male-
jaca funkcja wypukta.

Wida¢ tu, jak ogromne znaczenie w funkcjach opisujacych procesy ekonomiczne
bedzie mialo ustalenie jej przedziatdéw wypuktosci.

Wypuktosé pozwoli ustali¢ tempo wzrostu (lub zmniejszania si¢) wartosci funkcji.
Nie trzeba tlumaczy¢, jak wazne jest pojgcie tempa wzrostu w badaniu proceséw
ekonomicznych.
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Z pochodna drugiego rzedu zwiazany jest punkt przegigcia.

Warunek f"(x,)= 0jest warunkiem koniecznym (ale nie wystarczajacym) istnienia
punktu przegigcia P = (xo, f (xO )) Natomiast jesli przy przejsciu przez wartos¢ x = x,,
pochodna f" (x) zmienia znak, to punkt P(x,, f (X, )) jest punktem przegiecia.

Inaczej mowiac, punkt przegiecia oddziela cze$¢ krzywej, gdzie funkcja jest wy-
pukta, od czgsci, gdzie funkcja jest wklesta.

Przy przejsciu przez ten punkt zmienia si¢ charakter wypuktosci funkcji, a wigc
i tempa jej wzrostu (lub zmniejszania sig).

Na prostym przyktadzie pokaze, w jaki sposob sporzadzi¢ i zinterpretowaé wy-
kres funkcji.

Przyktad 3
W przedsigbiorstwie o produkcji jednorodnej dana jest funkcja kosztu (zaleznego
od wielkosci produkeji x) K(x) =3 x® =3x? +12x+10, a zalezno$¢ dochodu przedsie-

biorstwa R od wielkosci sprzedanej produkcji okresla funkcja R(x) = 12x — x% + 10.
Zbadaé, w jaki sposob na zysk Z przedsigbiorstwa wptywa zmiana wytworzonej pro-
dukcji.

Nalezy zbudowac¢ funkcj¢ zysku: Z(x)= R(x)— K(x)= —% X2 +2x2.

Ustalamy dziedzine tej funkcji (zakres w jakim moze si¢ zmienia¢ produkcja);
x[(0,+) 0znacza to, ze produkcja jest wielko$cia dodatnia i jej wzrost jest nieogra-
niczony.

Miejscem zerowym funkcji Zjest x=6

lim Z(x)=0 lim Z(x)=-o.

x-0" X — +00

Badamy pochodng pierwszego rzedu funkcji Z(x):

Z'(x) = -x? +4x,

Z(x)=0 ~ x=4

Dla x = 4 moze istnie¢ ekstremum, badamy wigc znak pochodnej:

Z'(x)>0 - x0(04)

Z'(x)<0 = x0O(4+o0)

Na podstawie przytoczonego wczesniej twierdzenia wiemy, ze dla x = 4 istnieje
maksimum oraz, ze funkcja Zro$nie w przedziale (0, 4), a maleje dla xO0 (4,+oo).

Obliczamy i badamy pochodna drugiego rzedu:

Z"(x)=-2x+4
Z'(x)=0 -« x=2
z'(x)>0 - x0(0.2)
Z'(x)<0 < x0(2+)
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Funkcja jest wigc wypukta dla XD(O,Z) i wklesta dla XD(2,+OQ, a punkt
A= EQS% E jest jej punktem przegigcia.

Przedstawiamy te informacje w tabelce:

X 0,2 2 (2,9 4 (4,6) 6 (6,+ )
Z'(x) + + 0 - -
Z"(x) + 0 - - -
7(3) j 5% f' 10% w 0 \
p p . max

Sporzadzamy wykres funkcji (rysunek 4):

Rysunek 4
zysk Pz
103|---mm oo

X

>
>

0 2 4 6 produkcja
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Sprobujmy zinterpretowac ten wykres, postugujac si¢ interpretacjg pochodnych
funkcji.

Zysk przedsiebiorstwa ro$nie w przedziale (0 , 4), osiagajac warto$¢ maksymalng
przy produkcji x = 4(j). Jednakze dla x[J (0,2) rosnie szybciej niz w przedziale (2, 4).

W pierwszym z tych przedziatow funkcja jest bowiem wypukta, a w drugim wklesta.

Punkt A= @25% E jest punktem przegigcia. Po przekroczeniu produkcji x réw-

nej 2(j) zmienito si¢ tempo wzrostu zysku.

Jezeli natomiast produkcja przekroczy wartos$¢ 4 j, zysk bardzo szybko maleje
(funkcja zysku jest wtedy wklesta, malejaca). W stosunkowo niewielkim przedziale
zmiennos$ci produkcji: dla xO (4,6),wart0s'c' zysku gwattownie maleje, osiagajac war-
to$¢ zero przy produkcji x wynoszacej 6 j.

Po przekroczeniu tej wartosci przedsiebiorstwo zacznie ponosi¢ straty (zysk ujem-
ny). Optymalna dla przedsigbiorstwa jest wiec produkcja wynoszaca 4 j lub oscyluja-
ca wokot tej liczby.

Bez analizy tego wykresu (i samej funkcji) wlasciciel firmy moglby wysnu¢ bled-
ne wnioski: ,,Skoro zysk firmy poczatkowo tak wspaniale rost wraz ze wzrostem pro-
dukcji, to dlaczego nie zwigkszac tej produkcji nadal...?”.

Mam swiadomosé, ze dla ekonomistow ten przyktad moze wydac si¢ nieco banal-
ny. Jednoczesnie mam nadzieje, ze pozwoli on docenié role analizy pochodnych funkcji
opisujacych zalezno$ci ekonomiczne.

Zgodnie z zapowiedzia (z punktu 2), pokaze teraz, ze koszt przecigtny osiaga
minimum przy takiej produkcji, dla ktorej koszt przecietny jest rowny kosztowi kran-
cowemu.

Funkcja kosztu przecigtnego okreslona jest jako:

K,()= @
Aby znalez¢ ekstremum tej funkcji, musimy zbadac jej pochodna pierwszego rzedu.

K, ()= K'(x)D<; K _ Kk(x)D(z— K (x)

r

Ko (x)=0 = K (x)x=K(x)
<0=50 _ k0=,
Zalozmy, ze x,jest rozwigzaniem tego rownania.
K, ()=0 0
Woéwecezas: K p' (x) <0 dla xO (O, XO) ED dlax = xyistnieje minimum funkcji K,
K p' (x) >0 dla x0O (xo,+oo)§
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Mozna wigc teraz spokojnie wyznacza¢ minimum kosztu przecigtnego, rozwigzu-
jac réwnanie: g . (x)= K, (x)-

Wyznaczenie produkeji x, przy ktorej koszt przecigtny jest najnizszy, jest z punktu
widzenia przedsigbiorstwa bardzo wazne. Punkt A= (XO, K p(XO); okresla tzw. o p ti-
mum technologiczne.

Jednakze w dobie gospodarki rynkowej optimum technologiczne nie musi ozna-
cza¢, ze produkcja x,jest optymalna dla przedsigbiorstwa z ekonomicznego punktu
widzenia. Na optimum ekonomiczne maja bowiem wplyw jeszcze inne czynniki, jak
chociazby poziom cen i oddzialywanie na ich zmiany, chtonno$¢ rynku, stopien kon-
kurencyjnosci itp. Mimo ogromnej wagi optimum technologicznego czynniki te prze-
sadzaja o racjonalnym podejmowaniu decyzji dotyczacych rozmiaréw produkcji.

Niemniej jednak umiejetnos¢ wyznaczenia tego punktu moze by¢ bardzo przydatna.

Zakoriczenie

Mam nadziej¢, ze w tej krotkiej i wycinkowej pracy udato mi si¢ pokazaé, jak
pomocnym narzedziem w analizie ekonomicznej moga stac si¢ rozwazania prowa-
dzone przez pryzmat analizy matematyczne;j.

Jednoczesnie chciatam wyjasni¢, ze wzory funkcji wykorzystanych w przykta-
dach 1-3, jak rowniez wystepujace w zbiorach zadan dla studentow sa tak konstru-
owane, aby obliczenia byly w miar¢ wygodne. Nie chodzi tu przeciez o ksztalcenie
umiejetnosci arytmetycznych ani o przeprowadzanie zmudnych, czasochtonnych ob-
liczen czy przeksztaltcen, ale o zrozumienie sensu wykonywanych operacji.

Nalezy jednak mie¢ swiadomosc¢, ze mozna zbudowac wzory oparte na empirycz-
nych danych. Mozna to zrobi¢, stosujac ,,metod¢ najmniejszych kwadratéw” do em-
pirycznych punktow. Uzyskuje si¢ wtedy przyblizone réwnanie krzywej ,,dopasowa-
nej” do danych punktdw.

Stanowi to jednak odrgbny temat, ktdrego rozwazania w tym artykule nie przewi-
dywatam.

Wzory uzyskane z takich obliczen bylyby bardziej realistyczne, ale bez watpienia
bardziej uciazliwe w obliczeniach.
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