
MARIA DĄBROWA

Kilka zastosowań pochodnej funkcji
w podstawowych pojęciach ekonomicznych

Wstęp

Matematyka jest rozleg³¹ dziedzin¹ wiedzy obejmuj¹c¹ wiele dyscyplin nauko-
wych o bardzo ró¿norodnej tematyce i zró¿nicowanych metodach badawczych. Jest
dziedzin¹ naukow¹ nadal otwart¹ � wci¹¿ powstaj¹ i s¹ dowodzone nowe twierdze-
nia, stosowane nowe metody badawcze. Szczególnie atrakcyjne s¹ tzw. zastosowania
matematyki w innych dyscyplinach naukowych (w tym nawet w biologii, medycy-
nie1, naukach humanistycznych2, teorii gier, sporcie itp.).

Tak wiêc zastosowanie matematyki w naukach ekonomicznych jest czym� zupe³nie
oczywistym. Matematyka jest tu wspania³ym narzêdziem, które pozwoli lepiej zrozumieæ
znane ekonomi�cie pojêcia, fakty i zale¿no�ci i spojrzeæ na nie pod nieco innym k¹tem.

W tej pracy chcê pokazaæ kilka zastosowañ analizy pochodnej funkcji. Jest to
zaledwie niewielki (i mam nadziejê, najbardziej przystêpny) fragment zastosowañ
rachunku ró¿niczkowego w podstawowych pojêciach ekonomicznych.

W tym celu muszê przypomnieæ podstawowe definicje i twierdzenia, staraj¹c siê
jednak do minimum ograniczyæ formalizm wypowiedzi i zapisów.

1. Matematyczne ujęcie przyrostu funkcji i definicji pochodnej funkcji
    w punkcie

W poni¿szych rozwa¿aniach zajmowaæ siê bêdê funkcjami rzeczywistymi o war-
to�ciach rzeczywistych, a wiêc funkcjami typu:

1 Materia³y naukowe z XXX Ogólnopolskiej Konferencji Zastosowañ Matematyki, Zakopane 18�25 wrze�nia
2001, Warszawa 2001.
2 �Matematyka Stosowana, Pismo Polskiego Towarzystwa Matematycznego�, 2001, nr 2.
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Przypomnê teraz kilka definicji i twierdzeñ (byæ mo¿e znanych Czytelnikowi)
u³atwiaj¹cych zrozumienie omawianych tu problemów.

� Przyrost argumentu

Niech
wówczas h j e s t  p r z y r o s t e m  a r g u m e n t u  (mo¿e on byæ dodatni lub ujemny).

� Przyrost warto�ci funkcji odpowiadaj¹cy przyrostowi argumentu h.
Jest to ró¿nica  f(x

0
 + h) � f(x

0
) (rysunek 1).

0,i 00 ≠∈+∈ hDhxDx

� Przyrost przeciêtny warto�ci funkcji odpowiadaj¹cy przyrostowi argumentu h

(od warto�ci x
0
) jest to iloraz:      .

Jest on znany równie¿ jako iloraz ró¿nicowy funkcji f w punkcie x
0
.

Wa¿na jest interpretacja geometryczna tego ilorazu.
Niech krzywa y = f(x) bêdzie wykresem funkcji f. We�my sieczn¹ tej krzywej

przechodz¹c¹ przez punkty

Iloraz ró¿nicowy jest tangensem k¹ta a, który ta sieczna tworzy z kierunkiem do-
datnim osi OX (rysunek 2).
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� P r z y r o s t  w z g l ê d n y (procentowy) warto�ci funkcji f odpowiadaj¹cy

przyrostowi argumentu       liczonemu od x
0
 jest to iloraz:

przy    , a wiêc stosunek przyrostu warto�ci funkcji do  warto�ci funkcji
w punkcie wyj�ciowym x

0
. Stosuje siê go czêsto do porównywania tempa przyrostu

funkcji. Iloraz ten bardzo czêsto wyra¿any jest w procentach (jako wyra¿enie niemia-
nowane) � st¹d jego nazwa � przyrost procentowy.

� P r z e z  p o c h o d n ¹ f u n k c j i  w punkcie x
0
 rozumiemy granicê ilorazu

ró¿nicowego (o ile ta granica istnieje i jest w³a�ciwa) przy h zmierzaj¹cym do 0
(         ).

Graniczne po³o¿enie, do którego zmierza sieczna (przedstawiona na rysunek 2), gdy h
d¹¿y do zera, uwa¿a siê za po³o¿enie stycznej do wykresu w punkcie                         .

Tak wiêc   tg b, gdzie b jest k¹tem utworzonym przez styczn¹ do krzywej
y = f(x) w punkcie             z dodatnim kierunkiem osi OX (rysunek 3).
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2. Interpretacja ekonomiczna pochodnej

Koszt wytworzenia dowolnej wielko�ci produkcji zale¿y od wielko�ci nak³adów po-
szczególnych czynników produkcji oraz ich cen. Jest on wiêc funkcj¹ kilku zmiennych.

Je¿eli jednak nasze rozwa¿ania ograniczymy do krótkiego okresu, a wiêc czasu,
w którym przynajmniej jeden czynnik produkcji jest sta³y mo¿emy  koszt przedstawiæ
jako funkcjê jednej zmiennej: wielko�ci produkcji.

Koszty ca³kowite s¹ sum¹  kosztów sta³ych i kosztów zmiennych.
Niech     bêdzie funkcj¹ kosztu ca³kowitego zale¿n¹ od wielko�ci pro-

dukcji x; gdzie . Wtedy funkcjê   n a z y w a m y  f u n-

k c j ¹   k o s z t ó w  p r z e c i ê t n y c h, a jej warto�æ            k o s z t e m   p r z e-

c i ê t n y m  (jednostkowym) wytworzenia jednostki produktu przy poziomie produkcji x
0
.

Przy podejmowaniu decyzji dotycz¹cych wielko�ci produkcji (i jej wp³ywu na
koszty) bardzo wa¿n¹ wskazówk¹ jest kszta³towanie siê kosztów jednostkowych przy
ró¿nych rozmiarach produkcji. W tego typu analizach przydatne jest wykorzystanie
kosztów krañcowych. K o s z t  k r a ñ c o w y  to koszt wytworzenia dodatkowej
jednostki produktu (przy za³o¿eniu, ¿e produkcja zmienia siê skokowo), czyli przy-
rost kosztów spowodowany zwiêkszeniem produkcji o jednostkê. Tak wiêc koszty
krañcowe informuj¹ o tym, jak wzrosn¹ koszty ca³kowite przy wzro�cie produkcji
o jedn¹ jednostkê       .
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Czêsto jednak zak³adamy ci¹g³¹, a nie skokow¹ zmianê wielko�ci produkcji.

Przy za³o¿eniu, ¿e funkcja K(x) jest ró¿niczkowalna oraz,
        , gdzie Dx jest dodatnim przyrostem argumentu funk-

cji (przyrostem produkcji), mo¿na zbudowaæ iloraz ró¿nicowy (przyrost przeciêtny)
tej funkcji:         .

Wyra¿a on przeciêtny koszt wytworzenia dodatkowych jednostek produktu (Dx)
poczynaj¹c od poziomu x

0
.

Granic¹ tego ilorazu przy        jest pochodna funkcji K w punkcie x
0
 (na podsta-

wie przytoczonej powy¿ej definicji pochodnej funkcji w punkcie).

  .

St¹d        . Natomiast funkcja  jest funkcj¹ kosztu krañ-
cowego.

Na podstawie definicji pochodnej funkcji w punkcie i definicji granicy funkcji
w punkcie mo¿na stwierdziæ, ¿e dla dostatecznie ma³ych przyrostów h zachodzi przy-
bli¿ona równo�æ:

        .

Mamy wiêc analogicznie: przy dostatecznie ma³ym przyro�cie Dx.
Zatem przy dostatecznie ma³ym przyro�cie produkcji zachodzi przybli¿ona równo�æ:

.

Zwiêkszaj¹c produkcjê o Dx jednostek od poziomu wyj�ciowego x
0 
, spowoduje-

my przyrost kosztu ca³kowitego w przybli¿eniu o warto�æ       .
Przyjmuj¹c w szczególno�ci Dx = 1 (a wiêc wzrost produkcji o 1 jednostkê w po-

równaniu z poziomem wyj�ciowym x
0
), otrzymamy:       .

Tak wiêc warto�æ nak³adów zu¿ytych do wyprodukowania dodatkowej jednostki
produktu,w stosunku do poziomu wyj�ciowego x

0
,  jest w przybli¿eniu równa koszto-

wi krañcowemu przy produkcji x
0
.

Analogicznie mo¿na zinterpretowaæ pochodn¹, gdy funkcja opisuje zale¿no�æ utargu
od wielko�ci sprzedanej produkcji.

Niech U(x) oznacza utarg uzyskany ze sprzeda¿y x jednostek pewnego produktu,
x

0
 > 0,  Dx > 0, wówczas,       gdzie U

k
(x

0
) oznacza  u t a r g  k r a ñ c o w y

na poziomie x
0
 sprzedanej produkcji, a funkcja     jest funkcj¹ utargu krañ-

cowego.

P r z y k ³ a d  1
Koszt ca³kowity wyprodukowania x jednostek pewnego artyku³u wyra¿a siê wzorem:
K

c
(x) = 0,1x3 + 10x + 200. Przy jakiej wielko�ci produkcji koszt przeciêtny wypro-

dukowania jednostki tego artyku³u bêdzie równy kosztowi krañcowemu?
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Funkcja kosztu przeciêtnego ma postaæ:

  ,

a funkcja kosztu krañcowego: .

Aby sprawdziæ, dla jakiej produkcji x te koszty s¹ równe, budujemy i rozwi¹zuje-
my równanie:

Rozwi¹zaniem równania jest x = 10. Zatem przy produkcji x = 10 koszt krañcowy
jest równy kosztowi przeciêtnemu.

Mo¿na pokazaæ (i zrobiê to poni¿ej), ¿e koszt przeciêtny osi¹ga minimum tam,
gdzie koszt przeciêtny równa siê kosztowi krañcowemu.

3. Elastyczność funkcji

Je¿eli we�miemy stosunek przyrostu wzglêdnego warto�ci funkcji do przyrostu
wzglêdnego jej argumentu (liczonemu od x

0
) to otrzymamy dla h � 0:

Granica tego wyra¿enia (o ile istnieje) przy           jest elastyczno�ci¹ funkcji w punk-
cie x

0
.

T w i e r d z e n i e
Je¿eli zmienna x wzro�nie o a% od poziomu x

0 , to warto�æ funkcji f wzro�nie
(zmaleje) w przybli¿eniu o b%, gdzie b   .

Elastyczno�æ funkcji w punkcie x
0
 informuje wiêc, o ile procent (w przybli¿eniu)

wzro�nie lub zmaleje warto�æ funkcji, je�li argument x wzro�nie o 1% od poziomu x
0
.

Elastyczno�æ funkcji ma szerokie zastosowanie w ekonomii, szczególnie przy
badaniu zale¿no�ci popytu od wzrostu ceny, a wiêc przy badaniu rynku i jego reak-
cji na planowan¹ podwy¿kê cen wybranych produktów.

P r z y k ³ a d  2
Obliczyæ i zinterpretowaæ elastyczno�ci funkcji popytu wzglêdem ceny:

a) przy  p
0
 = 10,

b) przy p
0
 = 100.
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Ad a) Obliczamy pochodn¹ funkcji Q(p):

Zatem je¿eli cena p wzro�nie o 1% od poziomu p
0
 = 10, to popyt na ten towar

zmniejszy siê o oko³o 3%.

Ad b) Pochodna funkcji ma postaæ ,

a elastyczno�æ funkcji  .

Tak wiêc przy wzro�cie ceny p od poziomu p
0
 = 100 popyt wzro�nie o oko³o 1%.

Ekonomiczn¹ analizê tej sytuacji � w tym odpowied� na pytanie: �Z jakiego typu
dobrami mo¿emy tu mieæ do czynienia?� � pozostawiam Czytelnikowi.

Pragnê jeszcze zwróciæ tu uwagê na kwestiê znaku elastyczno�ci w punkcie x
0.

Znak elastyczno�ci popytu jest na ogó³ ujemny, gdy¿ krzywe popytu maj¹ �nachy-
lenie ujemne�3. Oznacza to, ¿e k¹t a nachylenia wykresu funkcji popytu (lub stycznej
do tego wykresu w punkcie A, którego pierwsza wspó³rzêdna jest równa x

0
) do osi

odciêtych jest rozwarty, a wiêc jego tangens jest liczb¹ ujemn¹.

Przypomnê, ¿e  tg a,        , tak wiêc ;

warto�æ funkcji f(x
0
) jest dodatnia (jako popyt na dane dobro przy cenie x

0
) podobnie

jak x
0
 (czyli wyj�ciowa cena).

Ekonomi�ci w dyskusjach na ten temat zwykle dla wygody opuszczaj¹ znak mi-
nus, traktuj¹c go w kategoriach warto�ci bezwzglêdnej. W przypadku gdy warto�æ
bezwzglêdna cenowej elastyczno�ci popytu jest równa 1, mówimy o elastyczno�ci
wzorcowej. Gdy      , a wiêc wzglêdna zmiana popytu jest wiêksza ni¿ wzglêd-
na zmiana ceny, mówimy o popycie wysoce elastycznym. Im bardziej ta warto�æ od-
dala siê od jedynki, tym popyt jest bardziej elastyczny.

 Nale¿y jednak pamiêtaæ o tym, ¿e znak minus (przy elastyczno�ci popytu) na ogó³
istnieje. Powinien o tym pamiêtaæ zw³aszcza matematyk, który mo¿e wyznaczaæ ela-
styczno�ci funkcji nie tylko w odniesieniu do funkcji popytu i uzyskiwaæ liczby ujemne,
dodatnie a nawet zero.

4. Badanie przebiegu zmienności funkcji

Proces sporz¹dzania wykresu funkcji okre�lonej danym wzorem poprzedzony jest sze-
regiem, czêsto do�æ ¿mudnych, operacji badania tej funkcji. Nie bêdê ich omawia³a szcze-
gó³owo � schemat badania funkcji zawiera 10�11 elementów, które nale¿y sprawdziæ4.
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3 H. R. V a r i a n, Mikroekonomia, PWN, Warszawa 1997, s. 293.
4 Patrz: T. S t a n i s z, Zastosowania matematyki w ekonomii, Wydawnictwo TRAPEZ, Kraków, s. 75, lub
G. M. F i c h t e n h o l z, Rachunek ró¿niczkowy i ca³kowy, PWN, Warszawa 1972, t. I, s. 267.
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Zatrzymam siê jednak chwilê nad niektórymi elementami tego procesu.

3.1. Badanie pochodnej pierwszego rzędu funkcji

Pozwala ono wyznaczyæ ekstrema i przedzia³y monotoniczno�ci funkcji, a wiêc
przedzia³y, w których funkcja ro�nie lub maleje.

W punkcie x
0
 istnieje m a k s i m u m (lub m i n i m u m), je¿eli istnieje taki

przedzia³ otaczaj¹cy punkt x
0
, ¿e f(x

0
) jest najwiêksz¹ (wzglêdnie najmniejsz¹) spo-

�ród warto�ci, jakie funkcja przyjmuje w tym przedziale.
Warunkiem koniecznym (ale nie wystarczaj¹cym) istnienia ekstremum w punk-

cie x
0
 jest zerowanie siê pochodnej w tym punkcie.

Twierdzenie Lagrange�a pozwala ustaliæ zwi¹zek miêdzy znakiem pochodnej
a wzrastaniem wzglêdnie zmniejszaniem siê warto�ci funkcji.

T w i e r d z e n i e
Je¿eli funkcja jest ró¿niczkowalna w przedziale       i dla ka¿dego

zachodzi nierówno�æ       , to funkcja f jest w tym przedziale rosn¹ca. Je¿eli za�,
   , to funkcja f jest malej¹ca.

Je¿eli zatem funkcja f jest ró¿niczkowalna w przedziale (a,b),        jest miej-
scem zerowym pochodnej oraz:

funkcja f ma w punkcie x
0
 minimum

funkcja f ma w punkcie x
0
 maksimum.

3.2. Badanie pochodnej drugiego rzędu

T w i e r d z e n i e
Je¿eli funkcja           ma pochodn¹ drugiego rzêdu w przedziale (a,b) oraz

        , to funkcja jest wypuk³a w przedziale (a,b). Je¿eli za�
        , to funkcja jest wklês³a w przedziale (a,b).

Funkcja rosn¹ca i wypuk³a w pewnym przedziale ro�nie szybciej ni¿ rosn¹ca funkcja
wklês³a. Funkcja malej¹ca i wklês³a w pewnym przedziale maleje szybciej ni¿ male-
j¹ca funkcja wypuk³a.

Widaæ tu, jak ogromne znaczenie w funkcjach opisuj¹cych procesy ekonomiczne
bêdzie mia³o ustalenie jej przedzia³ów wypuk³o�ci.

Wypuk³o�æ pozwoli ustaliæ tempo wzrostu (lub zmniejszania siê) warto�ci funkcji.
Nie trzeba t³umaczyæ, jak wa¿ne jest pojêcie tempa wzrostu w badaniu procesów
ekonomicznych.
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Z pochodn¹ drugiego rzêdu zwi¹zany jest  p u n k t  p r z e g i ê c i a.
Warunek      jest warunkiem koniecznym (ale nie wystarczaj¹cym) istnienia

punktu przegiêcia . Natomiast je�li przy przej�ciu przez warto�æ x = x
0

pochodna      zmienia znak, to punkt jest punktem przegiêcia.
Inaczej mówi¹c, punkt przegiêcia oddziela czê�æ krzywej, gdzie funkcja jest wy-

puk³a, od czê�ci, gdzie funkcja jest wklês³a.
Przy przej�ciu przez ten punkt zmienia siê charakter wypuk³o�ci funkcji, a wiêc

i tempa jej wzrostu (lub zmniejszania siê).
Na prostym przyk³adzie poka¿ê, w jaki sposób sporz¹dziæ i zinterpretowaæ wy-

kres funkcji.

P r z y k ³ a d  3
W przedsiêbiorstwie o produkcji jednorodnej dana jest funkcja kosztu (zale¿nego

od wielko�ci produkcji x) K(x) =  , a zale¿no�æ dochodu przedsiê-

biorstwa R  od wielko�ci sprzedanej produkcji okre�la funkcja R(x) = 12x � x2 + 10.
Zbadaæ, w jaki sposób na zysk Z przedsiêbiorstwa wp³ywa zmiana wytworzonej pro-
dukcji.

Nale¿y zbudowaæ funkcjê zysku: Z(x) = R(x) � K(x) =

Ustalamy dziedzinê tej funkcji (zakres w jakim mo¿e siê zmieniaæ produkcja);
      oznacza to, ¿e produkcja jest wielko�ci¹ dodatni¹ i jej wzrost jest nieogra-

niczony.
Miejscem zerowym funkcji Z jest x = 6

Badamy pochodn¹ pierwszego rzêdu funkcji Z(x):

Dla x = 4 mo¿e istnieæ ekstremum, badamy wiêc znak pochodnej:

Na podstawie przytoczonego wcze�niej twierdzenia wiemy, ¿e dla x = 4 istnieje
maksimum oraz, ¿e funkcja Z ro�nie w przedziale (0, 4), a maleje dla

Obliczamy i badamy pochodn¹ drugiego rzêdu:
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Funkcja jest wiêc wypuk³a dla         i wklês³a dla      a punkt

   jest jej punktem przegiêcia.

Przedstawiamy te informacje w tabelce:

( )2,0∈x ( ),,2+∞∈x
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Sporz¹dzamy wykres funkcji (rysunek 4):

p.p.     max

x (0,2) 2 (2,4) 4 (4,6) 6 (6, )∞+  

( )xZ′  +  + 0 -  - 
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Spróbujmy zinterpretowaæ ten wykres, pos³uguj¹c siê interpretacj¹ pochodnych
funkcji.

Zysk przedsiêbiorstwa ro�nie w przedziale (0 , 4), osi¹gaj¹c warto�æ maksymaln¹
przy produkcji x = 4(j). Jednak¿e dla  ro�nie szybciej ni¿ w przedziale (2 , 4).

W pierwszym z tych przedzia³ów funkcja jest bowiem wypuk³a, a w drugim wklês³a.

Punkt    jest punktem przegiêcia. Po przekroczeniu produkcji x rów-

nej 2(j) zmieni³o siê tempo wzrostu zysku.
Je¿eli natomiast produkcja przekroczy warto�æ 4 j, zysk bardzo szybko maleje

(funkcja zysku jest wtedy wklês³a, malej¹ca). W stosunkowo niewielkim przedziale
zmienno�ci produkcji: dla     warto�æ zysku gwa³townie maleje, osi¹gaj¹c war-
to�æ zero przy produkcji x wynosz¹cej 6 j.

Po przekroczeniu tej warto�ci przedsiêbiorstwo zacznie ponosiæ straty (zysk ujem-
ny). Optymalna dla przedsiêbiorstwa jest wiêc produkcja wynosz¹ca 4 j lub oscyluj¹-
ca wokó³ tej liczby.

Bez analizy tego wykresu (i samej funkcji) w³a�ciciel firmy móg³by wysnuæ b³êd-
ne wnioski: �Skoro zysk firmy pocz¹tkowo tak wspaniale rós³ wraz ze wzrostem pro-
dukcji, to dlaczego nie zwiêkszaæ tej produkcji nadal...?�.

Mam �wiadomo�æ, ¿e dla ekonomistów ten przyk³ad mo¿e wydaæ siê nieco banal-
ny. Jednocze�nie mam nadziejê, ¿e pozwoli on doceniæ rolê analizy pochodnych funkcji
opisuj¹cych zale¿no�ci ekonomiczne.

Zgodnie z zapowiedzi¹ (z punktu 2), poka¿ê teraz, ¿e koszt przeciêtny osi¹ga
minimum przy takiej produkcji, dla której koszt przeciêtny jest równy kosztowi krañ-
cowemu.

Funkcja kosztu przeciêtnego okre�lona jest jako:

Aby znale�æ ekstremum tej funkcji, musimy zbadaæ jej pochodn¹ pierwszego rzêdu.
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Mo¿na wiêc teraz spokojnie wyznaczaæ minimum kosztu przeciêtnego, rozwi¹zu-
j¹c równanie:     .

Wyznaczenie produkcji x
0
, przy której koszt przeciêtny jest najni¿szy, jest z punktu

widzenia przedsiêbiorstwa bardzo wa¿ne. Punkt  okre�la tzw. o p t i-
m u m  t e c h n o l o g i c z n e.

Jednak¿e w dobie gospodarki rynkowej optimum technologiczne nie musi ozna-
czaæ, ¿e produkcja x

0
 jest  optymalna dla przedsiêbiorstwa z ekonomicznego punktu

widzenia. Na optimum ekonomiczne maj¹ bowiem wp³yw jeszcze inne czynniki, jak
chocia¿by poziom cen i oddzia³ywanie na ich zmiany, ch³onno�æ rynku, stopieñ kon-
kurencyjno�ci itp. Mimo ogromnej wagi optimum technologicznego czynniki te prze-
s¹dzaj¹ o  racjonalnym podejmowaniu decyzji dotycz¹cych rozmiarów produkcji.

Niemniej jednak umiejêtno�æ wyznaczenia tego punktu mo¿e byæ bardzo przydatna.

Zakończenie

Mam nadziejê, ¿e w tej krótkiej i wycinkowej pracy uda³o mi siê pokazaæ, jak
pomocnym narzêdziem w analizie ekonomicznej mog¹ staæ siê rozwa¿ania prowa-
dzone przez pryzmat analizy matematycznej.

Jednocze�nie chcia³am wyja�niæ, ¿e wzory funkcji wykorzystanych w przyk³a-
dach 1�3, jak równie¿ wystêpuj¹ce w zbiorach zadañ dla studentów s¹ tak konstru-
owane, aby  obliczenia by³y w miarê wygodne. Nie chodzi tu przecie¿ o kszta³cenie
umiejêtno�ci arytmetycznych ani o przeprowadzanie ¿mudnych, czasoch³onnych ob-
liczeñ czy przekszta³ceñ, ale o zrozumienie sensu wykonywanych operacji.

Nale¿y jednak mieæ �wiadomo�æ, ¿e mo¿na zbudowaæ wzory oparte na empirycz-
nych danych. Mo¿na to zrobiæ, stosuj¹c �metodê najmniejszych kwadratów� do em-
pirycznych punktów. Uzyskuje siê wtedy przybli¿one równanie krzywej �dopasowa-
nej� do danych punktów.

Stanowi to jednak odrêbny temat, którego rozwa¿ania w tym artykule nie przewi-
dywa³am.

Wzory uzyskane z takich obliczeñ by³yby bardziej realistyczne, ale bez w¹tpienia
bardziej uci¹¿liwe w obliczeniach.
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