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Analiza zbie¿noœci funkcji przynale¿noœci
w rozmytym szeregu czasowym

1. Wstêp

Wa¿nym aspektem badania zjawisk ekonomicznych jest modelowanie ich dy-
namiki. Zarówno w statystyce, jak i ekonometrii wykorzystuje siê w tym celu
szeregi czasowe otrzymane dla wybranych charakterystyk. Poznanie w³asnoœci
tych szeregów pozwala na pos³u¿enie siê nimi w procesie formu³owania prognoz,
jak te¿ w diagnostyce stanu badanych w ten sposób systemów ekonomicznych.
Podobne mo¿liwoœci stwarza równie¿ wykorzystanie rozmytych szeregów czaso-
wych oraz u¿ywanych do ich analizy metod teorii zbiorów rozmytych. Jednym
z dzia³ów wspomnianej teorii jest arytmetyka rozmyta, stanowi¹ca podstawê teo-
retyczn¹ dla przetwarzania liczb rozmytych. Badania poœwiêcone problemom zde-
finiowanym w ramach w tej czêœci teorii zbiorów rozmytych, mog¹ stanowiæ
o jej efektywniejszym zastosowaniu tak¿e w numerycznych eksperymentach
z modelami dynamiki, opisuj¹cymi zachowanie badanych systemów. Szczególnie
interesuj¹ce wydaje siê zw³aszcza zjawisko zbie¿noœci funkcji przynale¿noœci do
pewnej postaci granicznej, w rozmytych szeregach czasowych wygenerowanych
dla zmiennych przynajmniej czêœci rozmytych równañ ró¿nicowych. Jest ona
efektem rejestracji w taki sposób specyficznej postaci chaosu deterministycznego
w przestrzeni rozmytych liczb rzeczywistych. W takim te¿ kontekœcie badawczym
mieœci siê treœæ artyku³u. Stanowi ona prezentacjê procedury zmierzaj¹cej do
uzyskania formalnego opisu zbie¿noœci funkcji przynale¿noœci do postaci granicz-
nej, wykorzystuj¹cej zasady arytmetyki rozmytej oraz wskaŸnik pola pod wykre-
sem funkcji przynale¿noœci liczby rozmytej.

Dla realizacji powy¿szego celu przyjêto nastêpuj¹cy uk³ad opracowania.
Pierwsza jego czêœæ stanowi odwo³anie do terminologii oraz podstawowych defi-
nicji teorii zbiorów rozmytych, ze szczególnym uwzglêdnieniem arytmetyki roz-
mytej. Nastêpnie uwaga zosta³a zwrócona ku kwestiom zwi¹zanym z uwarunko-
waniami numerycznymi zjawiska chaosu deterministycznego w rozmytych szere-
gach czasowych. W kolejnej czêœci opracowania znalaz³y siê w³aœciwe rozwa-
¿ania odnoœnie do analizy zbie¿noœci funkcji przynale¿noœci do postaci granicznej
dla przypadku zmiennej rozmytego równania ró¿nicowego. W tym te¿ kontekœcie
wystêpuje propozycja wykorzystania jednego ze wskaŸników skalarnej analizy
rzeczywistych liczb rozmytych. Opracowanie koñcz¹ wnioski.



2. Wybrane elementy teorii zbiorów rozmytych

Podstaw¹ teorii zbiorów rozmytych jest zaproponowane przez L.A. Zadeha
[1965] pojêcie zbioru rozmytego.

Definicja 2.1. Zbiorem rozmytym A w przestrzeni X bêd¹cej niepustym zbiorem

nazywamy zbiór par uporz¹dkowanych A = {x, � A (x): x � X} gdzie

� A : [ ; ]X � 01 (2.1)

jest funkcj¹ przynale¿noœci, której wartoœci okreœlaj¹ stopieñ przynale¿noœci po-

szczególnych elementów przestrzeni X do zbioru rozmytego A.

Na bazie definicji zbioru rozmytego zosta³y zdefiniowane podstawowe pojêcia
arytmetyki rozmytej, tj. ca³kowitej liczby rozmytej i rzeczywistej liczby rozmytej.

Definicja 2.2. [A. Kaufmann 1985] Rozmyta liczba ca³kowita � jest wypuk³ym

zbiorem rozmytym w przestrzeni Z, przy czym warunek wypuk³oœci ma postaæ:

� � �� � �( ) ( ) ( )k i j� � � � � �i j k i k j, , ,Z (2.2)

Klasa rozmytych liczb ca³kowitych jest czêsto oznaczana w literaturze przy po-

mocy zapisu N(Z).

Uwzglêdniaj¹c powy¿sz¹ definicjê ka¿da liczba ca³kowita n � Z mo¿e byæ
traktowana jako ca³kowita liczba rozmyta o funkcji przynale¿noœci zdefiniowanej
w nastêpuj¹cy sposób:
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Definicja 2.3. [L. A. Zadeh 1975] Rozmyta liczba rzeczywista jest zbiorem

rozmytym w przestrzeni R maj¹cym ci¹g³¹ funkcjê przynale¿noœci � � oraz

spe³niaj¹cym warunek wypuk³oœci:

� � �� � �( ) ( ) ( )y x z� � � � �x y z y x z, , , [ ; ]R (2.4)

Klasê rozmytych liczb rzeczywistych oznacza siê z kolei czêsto jako N(R).

Nale¿y zaznaczyæ, ¿e w literaturze wystêpuje tak¿e okreœlenie rozmytej liczby
rzeczywistej nie ¿¹daj¹ce spe³nienia warunku wypuk³oœci funkcji przynale¿noœci
[W. K. Chang 1984]. Z punktu widzenia takiego podejœcia definicja 2.3 odnosi
siê do podklasy wypuk³ych rozmytych liczb rzeczywistych. Ponadto w wiêkszoœ-
ci publikacji powy¿sza definicja jest uzupe³niana o warunek normalnoœci zdefi-
niowany w nastêpuj¹cy sposób.
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Definicja 2.4. [A. Kaufmann 1985] Zbiór rozmyty A � P(X) (gdzie P(X) ozna-

cza klasê wszystkich zbiorów rozmytych w przestrzeni X) nazywamy normalnym,
je¿eli

� � �x xX � � ( ) 1 (2.5)

Je¿eli natomiast

� � �x xX � � ( ) 1 (2.6)

to zbiór A nazywamy podnormalnym, subnormalnym.

Przedstawione definicje ca³kowitej liczby rozmytej oraz rzeczywistej liczby
rozmytej stanowi¹, jak to ju¿ zosta³o wspomniane, wprowadzenie do zagadnieñ
arytmetyki rozmytej. Podstawê tej czêœci teorii zbiorów rozmytych zwi¹zanej
z dzia³aniami arytmetycznymi na liczbach rozmytych, oparto na wykorzystaniu
zdefiniowanej przez L.A. Zadeha [1975] zasady rozszerzenia.

Definicja 2.5. Niech f bêdzie odwzorowaniem X X Y1  �........ n , takim ¿e

y = f(x1, .... , xn); y�Y, x i � X i � �i N n oraz niech A P i Ni n� � �( )X . Iloczyn

kartezjañski A An1  ........ przekszta³cany jest zgodnie z odwzorowaniem f w zbiór

rozmyty B � P(Y) okreœlony funkcj¹ przynale¿noœci:
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(2.7)

Powy¿sza zasada pozwala znajdowaæ rozmyte odpowiedniki nie rozmytych od-
wzorowañ, poprzez zast¹pienie koncepcji zmiennej maj¹cej œciœle okreœlon¹ war-
toœæ podejœciem, w którym wystêpuje zbiór stopni przynale¿noœci charaktery-
zuj¹cych poszczególne potencjalne jej wielkoœci.

Wykorzystuj¹c powy¿sz¹ definicjê mo¿na okreœliæ podstawowe operacje aryt-
metyczne na liczbach rozmytych [G. J. Klir, Y. Pan 1998]. Podane one zostan¹
dla klasy rozmytych liczb rzeczywistych. Na tej bowiem klasie koncentruj¹ siê
rozwa¿ania, prezentowane w opracowaniu.

Definicja 2.6. Zak³adaj¹c, ¿e A i B � N(R) oraz przyjmuj¹c:
a) f(x1,x2) = x1 + x2 dla operacji dodawania A + B � N(R)
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b) f(x1,x2) = x1 – x2 dla operacji odejmowania A – B � N(R)
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c) f(x1,x2) = x1 
 x2 dla operacji mno¿enia A 
B N(R)

� � �A B
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x

A By x x y
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R

y = x

R (2.10)

d) f(x1,x2) = x1/x2 x 2 0� dla operacji dzielenia A/B N(R)
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3) Numeryczne uwarunkowania zjawiska chaosu
deterministycznego w rozmytych szeregach czasowych

Jednymi z mo¿liwych Ÿróde³ danych rozmytych s¹ modele matematyczne
oparte na równaniach ró¿nicowych. Po zast¹pieniu skalarnych wartoœci zmien-
nych i parametrów takich modeli rzeczywistymi wielkoœciami rozmytymi, ich
równania tworz¹ swoiste generatory rozmytych szeregów czasowych. Szereg taki
jest rozumiany w dalszym ci¹gu opracowania zgodnie z poni¿sz¹ definicj¹.

Definicja 3.1. [Song 1995] Niech Y(t) � N (R) (przestrzeni rozmytych liczb

rzeczywistych), gdzie t � T = {..., 0, 1, 2, ...} oraz na Y s¹ zdefiniowane zbiory
rozmyte fi(t) (i = 1, 2, ...) tworz¹ce szereg F(t). Wówczas F(t) jest rozmytym sze-

regiem czasowym dla Y(t), t � T.

Jedn¹ z wa¿nych koncepcji analizy rzeczywistych danych rozmytych jest me-
todologia oparta na skalaryzacji, czyli inaczej wyostrzaniu. Polega ona na za-
st¹pieniu danej rozmytej odpowiednio skonstruowanym wskaŸnikiem nale¿¹cym
ju¿ do przestrzeni liczb rzeczywistych. Tego typu zabieg wi¹¿e siê z regu³y
z utrat¹ czêœci informacji o przebiegu modelowanego procesu. Z drugiej jednak
strony w sposób istotny upraszcza procedurê badawcz¹ umo¿liwiaj¹c wykorzysta-
nie klasycznych metod statystycznych.

Nale¿y przy tym jednak pamiêtaæ o istotnej specyfice arytmetyki rozmytej
w przestrzeni rozmytych liczb rzeczywistych. Odnosi siê ona w szczególnoœci
w³aœnie do modeli matematycznych opartych na równaniach ró¿nicowych. Okazu-
je siê, ¿e równania takie s¹ podatne na wystêpowania zjawiska chaosu determini-
stycznego, co zosta³o pokazane w pracach [J. Wo³oszyn 2000], [J. Wo³oszyn,
W. Urban 2000] i [W. Urban 2000] na przyk³adzie uk³adów nieliniowych. Obraz
chaosu w odniesieniu do przestrzeni N(R) jest ró¿ny od postaci przyjmowanej
w przypadku skalarnych szeregów czasowych. Podstawowym jego wyró¿nikiem
jest zbie¿noœæ funkcji przynale¿noœci opisana poni¿szym wzorem ([Urban 2000])
dla rozmytego szeregu czasowego {Xt}, gdzie t = 1, 2, 3, ... .

� �
� ��x t

t X
X t

t
x

R
lim ( )� 1 (3.1)

czyli graniczna postaæ funkcji przynale¿noœci przyjmuje postaæ

�� �( )x X 1 (3.2)
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Oczywiœcie prezentowana sytuacja ma charakter teoretyczny. W praktyce nato-
miast, w zale¿noœci od rodzaju wybranego matematycznego modelu dynamiki
wystêpuje zjawisko ³atwe do zweryfikowania za pomoc¹ prostych eksperymentów
numerycznych, które mo¿na przedstawiæ za pomoc¹ formu³y matematycznej:

� � �
� ��� � �0

1
T x t T

t X
X t

t
x

R
lim ( )� (3.3)

czyli

� T Xx
T

( ) �1 (3.4)

Tak wiêc teoretyczna zbie¿noœæ funkcji przynale¿noœci rozmytego szeregu cza-
sowego {Xt} (gdzie t = 1, 2, 3, ...) do postaci granicznej zachodzi z regu³y du¿o
wczeœniej w przetwarzaniu komputerowym, przede wszystkim ze wzglêdu na
zawsze okreœlony graniczny poziom dok³adnoœci arytmetyki zmiennoprzecinko-
wej. Kwestia wyznaczenia wielkoœci T jest zale¿na od rodzaju wykorzystanego
uk³adu generuj¹cego dane oraz warunków pocz¹tkowych. Taka sytuacja rzutuje
tak¿e bezpoœrednio na mo¿liwoœci konstrukcji oraz wykorzystania odpowiednich
skalarnych mierników zmiennoœci danych rozmytych. Efektem wp³ywu chaosu
deterministycznego jest bowiem zbie¿noœæ ci¹gu wartoœci takich wskaŸników
otrzymanego dla wygenerowanego w oparciu o równanie ró¿nicowe, rozmytego
szeregu czasowego do okreœlonej wielkoœci skalarnej.

4. Badanie tempa zbie¿noœci funkcji przynale¿noœci
do postaci granicznej dla rozmytych szeregów czasowych

Wnioskiem wynikaj¹cym z poprzedniej czêœci artyku³u jest koniecznoœæ okreœ-
lenia tempa zbie¿noœci funkcji przynale¿noœci rozmytego szeregu czasowego, wy-
generowanego za pomoc¹ równania ró¿nicowego, do postaci granicznej. Tego
typu podejœcie umo¿liwia, miêdzy innymi, okreœlenie uwarunkowañ analizy da-
nych rozmytych otrzymanych w oparciu o okreœlon¹ postaæ równañ tego rodzaju
i przy przyjêtych warunkach pocz¹tkowych

W tym celu mo¿na wykorzystaæ koncepcjê skalaryzacji opart¹ na wskaŸniku
pola pod wykresem funkcji przynale¿noœci rzeczywistej liczby rozmytej [W.
Urban 2000]. Dla prezentacji zwi¹zanych z tym rozwa¿añ zosta³y przyjête za³o¿e-
nia odnoœnie do numerycznej strony zagadnienia.

Pierwszym z nich jest przyjêcie aproksymacji funkcji przynale¿noœci elemen-
tów rozmytych szeregów czasowych za pomoc¹ z³o¿enia funkcji liniowych. Pro-
pozycja konstrukcji algorytmu wyznaczenia takiej aproksymacji zosta³a przedsta-
wiona w artykule [W. Urban 1999]. Z³o¿enie funkcji liniowych w takim kontekœ-
cie pozwala na wykorzystanie punktów po³¹czenia wykresów odwzorowañ sk³a-
dowych, w notacji rzeczywistej liczby rozmytej, zgodnej z ogólnymi zasadami
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zapisu okreœlonymi dla zbiorów rozmytych [L. A. Zadeh 1965]. Punkty te bêd¹
w dalszym ci¹gu okreœlane mianem wierzcho³ków wykresu funkcji przynale¿noœ-
ci. Propozycja odpowiedniej modyfikacji wspomnianego zapisu zosta³a przedsta-
wiona w [W. Urban 1999].

Drugim za³o¿eniem uwzglêdnionym w badaniach, których rezultaty s¹ prezen-
towane w niniejszym artykule jest zawê¿enie analizy zmiennoœci danych rozmy-
tych do takich przedzia³ów liczbowych zawartych w dziedzinie zdefiniowania
funkcji przynale¿noœci, poza którymi przyjmuje ona wy³¹cznie wartoœci zerowe.
Wówczas zapis takiej funkcji przyjmuje postaæ zgodn¹ z nastêpuj¹cym wzorem:
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(4.1)

Wreszcie ostatnie za³o¿enie zak³ada wykorzystanie tzw. trójk¹tnych liczb roz-
mytych zgodnie z definicj¹ przedstawion¹ w [A. Kaufmann, M. M. Gupta 1985].

Wspomniana koncepcja wyostrzania rzeczywistej liczby rozmytej opiera siê na
zastosowaniu wskaŸnika pola pod wykresem funkcji przynale¿noœci zdefiniowa-
nego zgodnie z poni¿szym wzorem:

X N P x dxX X X X� 
 �
��

��

�( ) ( )R � (4.2)

Przy uwzglêdnieniu przyjêtych za³o¿eñ mo¿na go zmodyfikowaæ zgodnie z na-
stêpuj¹cym schematem:
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Nie skomplikowana analiza rozmytego szeregu czasowego, w którym wystêpu-
je zbie¿noœæ opisana wzorami (3.1) i (3.2) pozwala sformu³owaæ odpowiadaj¹c¹
temu tezê odnoœnie do wyznaczonego dla niego ci¹gu pól.

lim
t

XP
t��
� � (4.4)

W badaniu tempa tej zbie¿noœci wykorzystanie analizy teoretycznej jest bardzo
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utrudnione. Dlatego te¿ znacznie wygodniejsze zdaj¹ siê byæ badania danych nu-
merycznych pochodz¹cych z eksperymentów symulacyjnych przeprowadzanych
dla ró¿nych typów równañ ró¿nicowych oraz przy zmiennych warunkach pocz¹t-
kowych. Tego typu procedura jest obarczona wad¹ ograniczonych mo¿liwoœci
wnioskowania. Pozwala jednak poznaæ istotne w³asnoœci zale¿noœci znajduj¹cej
zastosowanie do opisu konkretnego zjawiska. Przyk³adem jej zastosowania mo¿e
byæ analiza przeprowadzona dla modelu (4.5)
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X A B N
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t t
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(4.5)

W zapisie wartoœci rozmytych wykorzystano wspomniane wczeœniej zasady
notacji rzeczywistych liczb rozmytych zaproponowane w pracy [W. Urban 1999].

Zmiany w otrzymanym w rezultacie eksperymentu symulacyjnego z powy¿-
szym modelem, szeregu czasowym {PX(t)} wartoœci pól pod wykresem funkcji
przynale¿noœci zmiennej Xt ilustruje wykres na rysunku 1.

Wskazuje on na mo¿liw¹ zbie¿noœæ z graficzn¹ reprezentacj¹ funkcji

y e t� (4.6)
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Oczywiœcie w omawianym przypadku funkcyjny opis zale¿noœci przedstawio-
nej na rysunku 1 powinien raczej przyj¹æ postaæ hipotetyczn¹, bardziej z³o¿on¹:

P t eX

f t

t
( ) ( )� (4.7)

W celu okreœlenia typu zale¿noœci f(t) doœwiadczalny szereg czasowy pól
{PX(t)} poddano logarytmowaniu, otrzymuj¹c wykres na rysunku 2. W operacji
tej pos³u¿ono siê logarytmem naturalnym.

Parametry wyraŸnie liniowej zale¿noœci

f t at b( ) � � , (4.8)

mo¿na ³atwo estymowaæ za pomoc¹ metody najmniejszych kwadratów, otrzy-
muj¹c ostatecznie zapis równania regresji liniowej

f t t( ) , ,� �0 693147181 0 693147181 (4.9)

Wykres porównawczy obejmuj¹cy dane eksperymentalne otrzymane w oparciu
o logarytmowanie szeregu {PX(t)} oraz wartoœci teoretyczne wyznaczone za po-
moc¹ tego równania prezentuje rysunek 3.

Ostatecznie zale¿noœæ (4.7) ulega zdefiniowaniu w nastêpuj¹cy sposób dla roz-
wa¿anego przypadku modelu (4.5):

P t eX

t

t
( ) , ,� �0 693147181 0 693147181 (4.10)
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Wykresy dla szeregów czasowych {PX(t)} oraz wygenerowanego za pomoc¹
funkcji opisanej powy¿szym wzorem przedstawia rysunek 4.

Innym potwierdzeniem zilustrowanej w ten sposób zbie¿noœci mo¿e byæ rysu-
nek 5. Zawiera on porównanie wykresów ró¿nic obliczonych dla szeregu po-
chodz¹cego z eksperymentu symulacyjnego {PX(t)} i ich aproksymacji wyznaczo-
nych z pochodnej zale¿noœci (4.10)

P t

dt
e

X tt
( )

, , ,� �0 693147181 0 693147181 0 693147181 (4.11)
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R y s u n e k 3

Porównanie logarytmowanego szeregu czasowego {PX(t)} (wielkoœci z eksperymentu symulacyjne-
go) oraz wartoœci wyznaczonych za pomoc¹ równania regresji liniowej (4.9)

� r ó d ³ o: opracowanie w³asne.
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R y s u n e k 4

Zestawienie wykresów opisuj¹cych dynamikê pola pod wykresem funkcji przynale¿noœci zmiennej
Xt modelu (4.5), otrzymanych dla wartoœci szeregu eksperymentalnego {PX(t)} oraz wielkoœci wy-

generowanych za pomoc¹ zale¿noœci (4.10).

� r ó d ³ o: opracowanie w³asne.



5. Wnioski

Przedstawiona procedura analizy zbie¿noœci funkcji przynale¿noœci zmiennej
rozmytej okreœlonego równania ró¿nicowego, przy zdefiniowanych warunkach
pocz¹tkowych pozwala na podanie charakterystyk iloœciowych tego procesu. Daje
tak¿e w ten sposób mo¿liwoœæ jego dalszych analiz statystycznych w kontekœcie
badañ nad w³asnoœciami równañ ró¿nicowych przy uwzglêdnieniu wykorzystania
metod teorii zbiorów rozmytych. Tego typu podejœcie mo¿e wi¹zaæ siê z lepszym
poznaniem dynamiki zjawisk modelowanych w przestrzeni rzeczywistych liczb
rozmytych. Z drugiej zaœ strony powinno pozwoliæ na wypracowanie efektywniej-
szej metodologii modelowania procesów ekonomiczno-spo³ecznych opartej na
wspomnianej wczeœniej teorii, przede wszystkim dla celów eksperymentów symu-
lacyjnych.
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