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Analiza zbieznosci funkcji przynaleznosci
W rozmytym szeregu Czasowym

1. Wstep

Waznym aspektem badania zjawisk ekonomicznych jest modelowanie ich dy-
namiki. Zardwno w statystyce, jak i ekonometrii wykorzystuje si¢ w tym celu
szeregi czasowe otrzymane dla wybranych charakterystyk. Poznanie wtasnosci
tych szeregow pozwala na postuzenie si¢ nimi w procesie formutowania prognoz,
jak tez w diagnostyce stanu badanych w ten sposob systemow ekonomicznych.
Podobne mozliwosci stwarza rdwniez wykorzystanie rozmytych szeregdw czaso-
wych oraz uzywanych do ich analizy metod teorii zbioréw rozmytych. Jednym
z dzialdw wspomnianej teorii jest arytmetyka rozmyta, stanowigca podstawe teo-
retyczng dla przetwarzania liczb rozmytych. Badania po§wigcone problemom zde-
finiowanym w ramach w tej czgsci teorii zbiordéw rozmytych, moga stanowié
o jej efektywniejszym zastosowaniu takze w numerycznych eksperymentach
z modelami dynamiki, opisujacymi zachowanie badanych systemdéw. Szczegdlnie
interesujace wydaje si¢ zwtaszcza zjawisko zbiezno$ci funkcji przynalezno$ci do
pewnej postaci granicznej, w rozmytych szeregach czasowych wygenerowanych
dla zmiennych przynajmniej cze$ci rozmytych réownan réznicowych. Jest ona
efektem rejestracji w taki sposob specyficznej postaci chaosu deterministycznego
w przestrzeni rozmytych liczb rzeczywistych. W takim tez kontek$cie badawczym
mieéci sie tre$¢ artykutu. Stanowi ona prezentacje procedury zmierzajacej do
uzyskania formalnego opisu zbiezno$ci funkcji przynaleznosci do postaci granicz-
nej, wykorzystujacej zasady arytmetyki rozmytej oraz wskaznik pola pod wykre-
sem funkcji przynalezno$ci liczby rozmytej.

Dla realizacji powyzszego celu przyjeto nastgpujacy uklad opracowania.
Pierwsza jego cze$¢ stanowi odwotanie do terminologii oraz podstawowych defi-
nicji teorii zbiordw rozmytych, ze szczegdlnym uwzglgdnieniem arytmetyki roz-
mytej. Nast¢gpnie uwaga zostata zwrdcona ku kwestiom zwigzanym z uwarunko-
waniami numerycznymi zjawiska chaosu deterministycznego w rozmytych szere-
gach czasowych. W kolejnej czgéci opracowania znalazly si¢ wtasciwe rozwa-
zania odno$nie do analizy zbiezno$ci funkcji przynaleznosci do postaci graniczne;
dla przypadku zmiennej rozmytego réwnania réznicowego. W tym tez kontekscie
wystepuje propozycja wykorzystania jednego ze wskaznikow skalarnej analizy
rzeczywistych liczb rozmytych. Opracowanie koncza wnioski.
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2. Wybrane elementy teorii zbioréw rozmytych

Podstawa teorii zbioréw rozmytych jest zaproponowane przez L.A. Zadeha
[1965] pojecie zbioru rozmytego.

Definicja 2.1. Zbiorem rozmytym A w przestrzeni X bedqcej niepustym zbiorem
nazywamy zbior par uporzqdkowanych A = {x, u ,(x): x € X} gdzie

w1 X > [04] @.1)

jest funkcjq przynaleznosci, ktorej wartosci okreslajq stopien przynaleznosci po-
szczegolnych elementow przestrzeni X do zbioru rozmytego A.

Na bazie definicji zbioru rozmytego zostaly zdefiniowane podstawowe pojecia
arytmetyki rozmytej, tj. catkowitej liczby rozmytej i rzeczywistej liczby rozmytej.

Definicja 2.2. [A. Kaufmann 1985] Rozmyta liczba catkowita a jest wypukiym
zbiorem rozmytym w przestrzeni Z, przy czym warunek wypuktosci ma postac:

w Oz, OAu, () VijkeZ isk<j 2.2)

Klasa rozmytych liczb catkowitych jest czesto oznaczana w literaturze przy po-
mocy zapisu N(Z).

Uwzgledniajac powyzsza definicj¢ kazda liczba catkowita n € Z moze byc
traktowana jako catkowita liczba rozmyta o funkcji przynaleznosci zdefiniowanej
W nastepujacy sposob:

1 dla k=n
k)= VkeZ 23
) {0 dla k#n 23)

Definicja 2.3. [L. A. Zadeh 1975] Rozmyta liczba rzeczywista jest zbiorem
rozmytym w przestrzeni R majqcym ciqglq funkcje przynaleinosci w, oraz
spelniajgcym warunek wypuktosci:

moM)2p, x)Ap, @) Vx,y,zeR, ye[x;z] (2.4)
Klase rozmytych liczb rzeczywistych oznacza sig z kolei czesto jako N(R).

Nalezy zaznaczy¢, ze w literaturze wystgpuje takze okreslenie rozmytej liczby
rzeczywistej nie zadajace spetnienia warunku wypuktosci funkcji przynaleznosci
[W. K. Chang 1984]. Z punktu widzenia takiego podejscia definicja 2.3 odnosi
si¢ do podklasy wypuktych rozmytych liczb rzeczywistych. Ponadto w wigkszo$-
ci publikacji powyzsza definicja jest uzupelniana o warunek normalnosci zdefi-
niowany w nastepujacy sposob.
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Definicja 2.4. [A. Kaufmann 1985] Zbior rozmyty A € P(X) (gdzie P(X) ozna-
cza klase wszystkich zbioréw rozmytych w przestrzeni X) nazywamy normalnym,
jezeli

IxeXupu,x =1 (2.5)
Jezeli natomiast
Vxe X u,(x)<l (2.6)

to zbior A nazywamy podnormalnym, subnormalnym.

Przedstawione definicje catkowitej liczby rozmytej oraz rzeczywistej liczby
rozmytej stanowia, jak to juz zostalo wspomniane, wprowadzenie do zagadnien
arytmetyki rozmytej. Podstawe tej czeSci teorii zbiorow rozmytych zwigzanej
z dziataniami arytmetycznymi na liczbach rozmytych, oparto na wykorzystaniu
zdefiniowanej przez L.A. Zadeha [1975] zasady rozszerzenia.

Definicja 2.5. Niech f bedzie odwzorowaniem X, x........ xX, > Y, takim ze
y=fx1, ... , xy); ye¥, x,e X, VieN, oraz niech A, € P(X)Vie N,. lloczyn
kartezjanski A, x........ xA, przeksztatcany jest zgodnie z odwzorowaniem fw zbior
rozmyty B € P(Y) okreslony funkcjq przynaleznosci:

sup minu ,, (x,),....u, (x,) dla [ ()=
Hp ()= VyeY (2.7)
0 dla f'(»)=2

Powyzsza zasada pozwala znajdowacé rozmyte odpowiedniki nie rozmytych od-
wzorowan, poprzez zastapienie koncepcji zmiennej majacej $cisle okreslong war-
to$¢ podejsciem, w ktorym wystepuje zbidr stopni przynalezno$ci charaktery-
zujacych poszczegdlne potencjalne jej wielkosci.

Wykorzystujac powyzsza definicj¢ mozna okresli¢ podstawowe operacje aryt-
metyczne na liczbach rozmytych [G. J. Klir, Y. Pan 1998]. Podane one zostang
dla klasy rozmytych liczb rzeczywistych. Na tej bowiem klasie koncentruja si¢
rozwazania, prezentowane w opracowaniu.

Definicja 2.6. Zaktadajgc, ze A i B € N(R) oraz przyjmujqc:
a) f(x1,x2) = x1 + x2 dla operacji dodawania A+ B € N(R)

/"A+B(y): sup min(:uA(xl)al’l’B(xz)) VyeR (2.8)

x1,X€R
Y=X1+X,

b) f(x1,x2) = x1 —x2 dla operacji odejmowania A— B € N(R)
MUy p(¥)= sup min(u,(x,),u,(x,)) VyeR (2.9)

X1,X€R
yEx gm0



160 Wit Urban

¢) flxi,x2) = x1-x2 dla operacji mnozenia A-B N(R)

Myp ()= SupR min(u , (c; ), i (x,))Vy € R (2.10)
y;izléxz

d) f(x,x,) = x,/x, x, # 0 dla operacji dzielenia A/B N(R)

M (V)= Sull?{o}min(ﬂA(xl)nuB(xz))vyER (2.11)
e

3) Numeryczne uwarunkowania zjawiska chaosu
deterministycznego w rozmytych szeregach czasowych

Jednymi z mozliwych zrodet danych rozmytych sa modele matematyczne
oparte na rownaniach roznicowych. Po zastgpieniu skalarnych warto$ci zmien-
nych i parametrow takich modeli rzeczywistymi wielkosciami rozmytymi, ich
roOwnania tworzg swoiste generatory rozmytych szeregéw czasowych. Szereg taki
jest rozumiany w dalszym ciggu opracowania zgodnie z ponizsza definicja.

Definicja 3.1. [Song 1995] Niech Y(t) € N (R) (przestrzeni rozmytych liczb
rzeczywistych), gdzie t € T = {..., 0, 1, 2, ...} oraz na Y sa zdefiniowane zbiory
rozmyte fi(f) (i = 1, 2, ...) tworzqce szereg F(t). Wowczas F(t) jest rozmytym sze-
regiem czasowym dla Y(f), t € T.

Jedna z waznych koncepcji analizy rzeczywistych danych rozmytych jest me-
todologia oparta na skalaryzacji, czyli inaczej wyostrzaniu. Polega ona na za-
stgpieniu danej rozmytej odpowiednio skonstruowanym wskaznikiem nalezacym
juz do przestrzeni liczb rzeczywistych. Tego typu zabieg wiaze si¢ z reguly
z utrata czesci informacji o przebiegu modelowanego procesu. Z drugiej jednak
strony w sposéb istotny upraszcza procedure badawcza umozliwiajac wykorzysta-
nie klasycznych metod statystycznych.

Nalezy przy tym jednak pamigta¢ o istotnej specyfice arytmetyki rozmytej
w przestrzeni rozmytych liczb rzeczywistych. Odnosi si¢ ona w szczegdlnosci
wiasnie do modeli matematycznych opartych na réwnaniach réznicowych. Okazu-
je sie, ze rownania takie sa podatne na wystepowania zjawiska chaosu determini-
stycznego, co zostatlo pokazane w pracach [J. Wotoszyn 2000], [J. Wotoszyn,
W. Urban 2000] i [W. Urban 2000] na przyktadzie uktadow nieliniowych. Obraz
chaosu w odniesieniu do przestrzeni N(R) jest rozny od postaci przyjmowane]
w przypadku skalarnych szeregéw czasowych. Podstawowym jego wyrdznikiem
jest zbiezno$¢ funkcji przynaleznosci opisana ponizszym wzorem ([Urban 2000])
dla rozmytego szeregu czasowego {X.}, gdzie t = 1, 2, 3, ...

Vo limu, (x, )=I1 (3.1

Xy, R 1>
czyli graniczna posta¢ funkcji przynaleznosci przyjmuje postac
ll’too(x/\’ ):1 (32)
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Oczywiscie prezentowana sytuacja ma charakter teoretyczny. W praktyce nato-
miast, w zalezno$ci od rodzaju wybranego matematycznego modelu dynamiki
wystepuje zjawisko tatwe do zweryfikowania za pomocg prostych eksperymentow
numerycznych, ktéore mozna przedstawi¢ za pomocg formuly matematycznej:

0<T3<<<>o X)(/VER }EI%//![ (xX’ ) zl (33)
czyli
oy )=l (3.4)

Tak wigc teoretyczna zbiezno$¢ funkcji przynaleznosci rozmytego szeregu cza-
sowego {X;} (gdzie ¢t = 1, 2, 3, ...) do postaci granicznej zachodzi z reguty duzo
wezesniej] w przetwarzaniu komputerowym, przede wszystkim ze wzglgdu na
zawsze okreslony graniczny poziom doktadnosci arytmetyki zmiennoprzecinko-
wej. Kwestia wyznaczenia wielkosci T jest zalezna od rodzaju wykorzystanego
uktadu generujacego dane oraz warunkéw poczatkowych. Taka sytuacja rzutuje
takze bezposrednio na mozliwo$ci konstrukcji oraz wykorzystania odpowiednich
skalarnych miernikdw zmiennoséci danych rozmytych. Efektem wptywu chaosu
deterministycznego jest bowiem zbiezno$¢ ciggu wartosci takich wskaznikow
otrzymanego dla wygenerowanego w oparciu o rownanie réznicowe, rozmytego
szeregu czasowego do okreslonej wielkosci skalarne;j.

4. Badanie tempa zbieznosci funkcji przynaleznosci
do postaci granicznej dla rozmytych szeregéw czasowych

Whioskiem wynikajacym z poprzedniej czesci artykutu jest konieczno$é okres-
lenia tempa zbieznos$ci funkcji przynalezno$ci rozmytego szeregu czasowego, wy-
generowanego za pomocg rownania roznicowego, do postaci granicznej. Tego
typu podejécie umozliwia, miedzy innymi, okre§lenie uwarunkowan analizy da-
nych rozmytych otrzymanych w oparciu o okreslong posta¢ rownan tego rodzaju
i przy przyjetych warunkach poczatkowych

W tym celu mozna wykorzystaé koncepcj¢ skalaryzacji oparta na wskazniku
pola pod wykresem funkcji przynalezno$ci rzeczywistej liczby rozmytej [W.
Urban 2000]. Dla prezentacji zwigzanych z tym rozwazan zostaty przyjete zatoze-
nia odno$nie do numerycznej strony zagadnienia.

Pierwszym z nich jest przyjecie aproksymacji funkcji przynaleznosci elemen-
tow rozmytych szeregéw czasowych za pomocg ztozenia funkcji liniowych. Pro-
pozycja konstrukcji algorytmu wyznaczenia takiej aproksymacji zostata przedsta-
wiona w artykule [W. Urban 1999]. ZtozZenie funkcji liniowych w takim konteks-
cie pozwala na wykorzystanie punktow potaczenia wykresow odwzorowan skta-
dowych, w notacji rzeczywistej liczby rozmytej, zgodnej z ogdlnymi zasadami
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zapisu okre$lonymi dla zbioréw rozmytych [L. A. Zadeh 1965]. Punkty te beda
w dalszym ciggu okreslane mianem wierzchotkow wykresu funkcji przynaleznos-
ci. Propozycja odpowiedniej modyfikacji wspomnianego zapisu zostala przedsta-
wiona w [W. Urban 1999].

Drugim zalozeniem uwzglgdnionym w badaniach, ktorych rezultaty sa prezen-
towane w niniejszym artykule jest zawezenie analizy zmiennosci danych rozmy-
tych do takich przedzialéw liczbowych zawartych w dziedzinie zdefiniowania
funkcji przynaleznosci, poza ktérymi przyjmuje ona wytacznie warto$ci zerowe.
Woéwczas zapis takiej funkcji przyjmuje posta¢ zgodng z nastepujagcym wzorem:

X eNR)A 3 (v, g<x,ix, > 1, (v,)=0)=

[ x,e<x,;x,>= ax, +b,

X; E<X,3X,>= a,x; +b,

Vo &)= (4.1)

X; E<XY X, >

X, €<x, .;x,>>a, x,+b,,

n—-1°

n—1>s i+1 >m<xi+l;xi+2 >:{xi+]}

KXx;3x,>0U.0<x, 3x,>)A V <x;x
i=1,..,n-2

Wreszcie ostatnie zatozenie zaktada wykorzystanie tzw. trdjkatnych liczb roz-
mytych zgodnie z definicja przedstawiong w [A. Kaufmann, M. M. Gupta 1985].

Wspomniana koncepcja wyostrzania rzeczywistej liczby rozmytej opiera si¢ na
zastosowaniu wskaznika pola pod wykresem funkcji przynaleznosci zdefiniowa-
nego zgodnie z ponizszym wzorem:

XeNR)= P, :T’MX (xy )dx (4.2)

Przy uwzglednieniu przyjegtych zalozen mozna go zmodyfikowac zgodnie z na-
stepujacym schematem:

=1\ =

B n—1( Vit
Py :jﬂx (ry )dx :Z( J.(aixX +bi)dxxj (4.3)
a 1
Nie skomplikowana analiza rozmytego szeregu czasowego, w ktorym wystepu-
je zbiezno$¢ opisana wzorami (3.1) i (3.2) pozwala sformutowac¢ odpowiadajaca
temu tez¢ odnosnie do wyznaczonego dla niego ciagu pdl.
limP, =0 (4.4)

t—>0

W badaniu tempa tej zbieznosci wykorzystanie analizy teoretycznej jest bardzo
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utrudnione. Dlatego tez znacznie wygodniejsze zdaja si¢ by¢ badania danych nu-
merycznych pochodzacych z eksperymentow symulacyjnych przeprowadzanych
dla réznych typéw réwnan réznicowych oraz przy zmiennych warunkach poczat-
kowych. Tego typu procedura jest obarczona wada ograniczonych mozliwo$ci
wnioskowania. Pozwala jednak poznac istotne wiasnosci zaleznos$ci znajdujacej
zastosowanie do opisu konkretnego zjawiska. Przyktadem jej zastosowania moze
by¢ analiza przeprowadzona dla modelu (4.5)

X, =AX K +B
X,,A,Be N(R)
A="0/1+"1/2+0/3 (4.5)

B="0/0+1/0+0/2
X,=0/1+471/2+70/3

W zapisie warto$ci rozmytych wykorzystano wspomniane wcze$niej zasady
notacji rzeczywistych liczb rozmytych zaproponowane w pracy [W. Urban 1999].

Zmiany w otrzymanym w rezultacie eksperymentu symulacyjnego z powyz-
szym modelem, szeregu czasowym {Px(¢)} wartosci pél pod wykresem funkcji
przynalezno$ci zmiennej X, ilustruje wykres na rysunku 1.

Rysunek 1

Wykres zmian pola pod wykresem funkcji przynaleznosci zmiennej X, w eksperymencie symulacyj-
nym z modelem (4.5)
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Zrdodto: opracowanie wtlasne.

Wskazuje on na mozliwa zbiezno$¢ z graficzng reprezentacja funkcji

y=e' (4.6)
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Oczywiscie w omawianym przypadku funkcyjny opis zalezno$ci przedstawio-
nej na rysunku 1 powinien raczej przyjac¢ postaé¢ hipotetyczng, bardziej ztozona:

P, ()= e/ 4.7)

W celu okre$lenia typu zalezno$ci f(f) doswiadczalny szereg czasowy pol
{Px(f)} poddano logarytmowaniu, otrzymujac wykres na rysunku 2. W operacji
tej postuzono si¢ logarytmem naturalnym.

Rysunek 2

Wykres logarytmowanych warto$ci doswiadczalnych szeregu czasowego pol {Px(7)} dla modelu (4.5)

14
12 ~
10 /
8 /
6 —
4 /
2 /
0 ~ : : :
0 5 10 15 20

Zrdodto: opracowanie wilasne.

Parametry wyraznie liniowej zaleznosci
f(@)=at+b, (4.8)

mozna tatwo estymowac za pomoca metody najmniejszych kwadratow, otrzy-
mujac ostatecznie zapis rdwnania regresji liniowej

£(6)=0,693147181¢+0,693147181 (4.9)

Wykres pordwnawczy obejmujacy dane eksperymentalne otrzymane w oparciu
o logarytmowanie szeregu {Px(f)} oraz warto$ci teoretyczne wyznaczone za po-
moca tego rownania prezentuje rysunek 3.

Ostatecznie zaleznos$¢ (4.7) ulega zdefiniowaniu w nastgpujacy sposob dla roz-
wazanego przypadku modelu (4.5):

er (t) — 80,693147181t+0,693147181 (410)
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Rysunek 3

Porownanie logarytmowanego szeregu czasowego {Px(f)} (wielkoséci z eksperymentu symulacyjne-
go) oraz warto$ci wyznaczonych za pomoca rdwnania regresji liniowej (4.9)

14

12 -

1

dane eksp.

/ ------- regresja lin.

o N A O 0 O

0 5 10 15 20

Zrodto: opracowanie wlasne.

Wykresy dla szeregéw czasowych {Px(f)} oraz wygenerowanego za pomoca
funkcji opisanej powyzszym wzorem przedstawia rysunek 4.

Rysunek 4

Zestawienie wykresow opisujacych dynamike pola pod wykresem funkcji przynaleznoéci zmiennej
X, modelu (4.5), otrzymanych dla wartoéci szeregu eksperymentalnego {Px(f)} oraz wielkosci wy-
generowanych za pomoca zalezno$ci (4.10).
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Zro6dto: opracowanie wiasne.

Innym potwierdzeniem zilustrowanej w ten sposob zbieznosci moze by¢ rysu-
nek 5. Zawiera on poroOwnanie wykresow roznic obliczonych dla szeregu po-
chodzacego z eksperymentu symulacyjnego {Px(¢)} i ich aproksymacji wyznaczo-
nych z pochodnej zalezno$ci (4.10)

Py, ()

dt :0’69314718160,693147181l+0,693l47181 (4‘11)




166 Wit Urban
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5. Whioski

Przedstawiona procedura analizy zbieznosci funkcji przynalezno$ci zmiennej
rozmytej okre§lonego rownania réznicowego, przy zdefiniowanych warunkach
poczatkowych pozwala na podanie charakterystyk ilosciowych tego procesu. Daje
takze w ten sposob mozliwos$¢ jego dalszych analiz statystycznych w kontekscie
badan nad wtasno$ciami réwnan roznicowych przy uwzglednieniu wykorzystania
metod teorii zbioréw rozmytych. Tego typu podejscie moze wiaza¢ si¢ z lepszym
poznaniem dynamiki zjawisk modelowanych w przestrzeni rzeczywistych liczb
rozmytych. Z drugiej za$ strony powinno pozwoli¢ na wypracowanie efektywniej-
szej metodologii modelowania proceséw ekonomiczno-spotecznych opartej na
wspomnianej wezesniej teorii, przede wszystkim dla celdw eksperymentdw symu-
lacyjnych.
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