Pawrr. Woroszyn

Ergodycznosé i wlasno$¢ mieszania
w chaotycznej dynamice systemdw
komputerowych

1. Wstep

System dynamiczny moze prezentowac cechy chaosu, jezeli spetnia pewne ko-
nieczne warunki wynikajace bezposrednio z mechanizmu powstawania ztozonos$ci
chaotycznych zachowan. Warunki owe dotycza dynamiki systemu determinujacej
sekwencj¢ kolejnych stanéw przyjmowanych w czasie jego ewolucji, z ktérych
kazdy nastepny jest wynikiem poddania stanu poprzedniego okre$lonemu prze-
ksztalceniu. Szczegdtowa postaé tego przeksztalcenia decyduje o zachowaniu si¢
systemu, dlatego tez wlasnie tutaj nalezy poszukiwac zrodet chaosu determini-
stycznego.

Z matematycznego punktu widzenia wspomniane przeksztalcenie jest funkcja
wektorowa, ktora przeprowadza punkty przestrzeni zmiennych stanu systemu na
inne punkty tej przestrzeni. W zaleznos$ci od tego, czy dany system ma charakter
dyskretny czy ciagty, inny jest sposob okreslania dynamiki systemu za pomoca
takiej funkcji. W przypadku systemow dyskretnych jest ona elementem rdwnania
iteracyjnego postaci:

Xpo =1 ), (1)

gdzie x; jest punktem przestrzeni standéw X < R, k jest indeksem dyskretnej
chwili czasu, przy czym k, n € N. Z kolei dynamike systeméw ciaglych mozna
opisa¢ rownaniem rozniczkowym:

X =g(x,0), 2

gdzie ¢ oznacza czas. W obu przypadkach dla petnego opisu zachowania systemu
konieczne jest podanie stanu poczatkowego xj.

Funkcje f oraz g odmiennie determinujg cechy dynamiczne systemu, rownanie
iteracyjne bowiem w sposob jawny okresla zalezno$¢ migdzy poprzednim a na-
stgpnym stanem systemu, roéwnanie rézniczkowe natomiast w bardziej wyrafino-
wany sposob wigze stan systemu z jego zmianami. W przypadku systemow
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ciggtych mozna jednak rownanie rdzniczkowe zastapi¢ rownaniem iteracyjnym
korzystajac z pewnego przekroju Poincarégo i definiujac przeksztatcenie p, ktore
przeprowadza punkty trajektorii systemu lezace na tym przekroju w ich obrazy
begdace punktami nastgpnego powrotu trajektorii do tego przekroju. Dzigki tak
okreslonemu przeksztalceniu Poincarégo dynamikg systemu cigglego mozna, po
zawgzeniu obserwacji do wybranego przekroju, opisa¢ podobnym do (1) réwna-
niem:

X =P 3)

gdzie k numeruje chronologicznie punkty, w ktorych trajektoria systemu przebija
wybrany przekrdj. Dla niektorych systemow o dynamice ciggtej mozna prze-
ksztatcenie Poincarégo wyznaczyé w prosty sposob na podstawie rownania rdz-
niczkowego, wybierajac odpowiednio przekroj i wyznaczajac wspodtrzedne kolej-
nych powrotéw trajektorii do tego przekroju. Przejécie od postaci roézniczkowej
do postaci iteracyjnej rownania systemu moze by¢ jednak bardzo trudne w wielu
przypadkach, gdy przeksztatcenie p nie jest jawnie okreslone ani nie daje sig¢
tatwo wyznaczy¢ analitycznie.

2. Systemy ergodyczne i mieszajace

Czynnikiem generujacym zachowania chaotyczne systemdw opisanych rowna-
niem iteracyjnym jest wlasno$¢ mieszania iterowanego przeksztatcenia. Wiasnosé
mieszania oznacza, ze przeksztatcenie powtarzane wielokrotnie stopniowo coraz
bardziej rownomiernie rozprowadza punkty dowolnego zbioru przestrzeni stanow
po calej dostepnej przestrzeni. Bardziej formalnie wtasnos¢ te sformutowat Gibbs
w odniesieniu do ciggtych systemow mechanicznych [J. R. Dorfman 2001], moz-
na jednak analogiczng definicje¢ podaé¢ dla systemdéw iteracyjnych.

Dany jest system opisany rownaniem (1), przy czym w przestrzeni X znajduje
si¢ zbidr mozliwych standw systemu €, za$ u jest miarg okre§long na X. Niech
P Q oznacza zbiér punktéw poczatkowych, T'(P) bedzie obrazem zbioru P po
k-tej iteracji przeksztatlcenia 7' zachowujacego miar¢. Przeksztalcenie 7 posiada
wiasno$¢ mieszania, jezeli dla kazdego zbioru Q — Q o niezerowej mierze zacho-
dzi rownos¢:

1im‘u(Q mTk(P)) :M(P) 4)
o u(Q) uE2)

przy zalozeniu, ze miara u(QQ) jest skonczona i rézna od zera.

Wtasno$¢ mieszania jest powigzana z pojgciem ergodyczno$ci rozwazanym
w mechanice statystycznej. Pierwotne sformulowanie tego pojgcia podane przez
Boltzmanna stwierdzato, Zze system ergodyczny porusza si¢ po swoich trajekto-
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riach o ustalonej energii w ten sposob, iz w obszarach o jednakowej mierze prze-
bywa jednakowo dtugo. Wtasnos¢ ergodycznosci daje si¢ rownowaznie okreslic
jako nierozktadalno$¢ metryczna przestrzeni standw systemu na dwa lub wigcej
podzbioréw niezmienniczych niezerowej miary, w ktdrych rozpoczynajace si¢ tra-
jektorie pozostaja nieskonczenie dtugo. To drugie sformutowanie pozwala odnies$¢
wiasno$¢ ergodycznosci do systemow iteracyjnych.

Jezeli system posiada wlasno$¢ mieszania, to jest takze ergodyczny, mieszanie
jest bowiem szczegodlnym rodzajem zachowania ergodycznego. W przestrzeni sta-
noéw nierozktadalnej metrycznie trajektoria systemu przebiega niemal wszystkie
punkty, z wyjatkiem zbiorow miary zero. Jednakze sama ergodyczno$¢ nie impli-
kuje zachowania chaotycznego, bowiem blisko rozpoczynajace si¢ trajektorie
moga przez caly czas pozostawaé bliskie. Natomiast jezeli w systemie obecna
jest wlasno§¢ mieszania, to kazdy niezerowej miary zbidr dowolnie bliskich
punktéow poczatkowych zostanie z biegiem czasu rozprzestrzeniony wsrod
wszystkich innych mozliwych standw systemu. Z poczatku bliskie trajektorie
begda zatem rozbiegac si¢ w przestrzeni standow, co oznacza silng wrazliwo$¢ na
warunki poczatkowe. Systemy mieszajace wykazuja wigc zachowanie chaotyczne.

Przeksztalcenie iterowane w systemie dyskretnym musi by¢ nieliniowe, aby
posiadato wlasnos¢ mieszania. Przeksztalcenia liniowe nie powoduja wymieszania
punktéw przestrzeni stanéw, a jedynie ich proporcjonalne przeskalowanie lub
przesunigcie. Klasycznym przyktadem nieliniowego przeksztalcenia posiadajacego
wiasno$¢ mieszania jest rozcigganie-i-sktadanie porownywane tradycyjnie do pro-
cedury wyrabiania ciasta. Jest to w istocie cata klasa przeksztatcen, do ktorej na-
lezy szereg roznych funkcji, migdzy innymi odwzorowanie logistyczne

Lx)=cx(—x) (5)
lub odwzorowanie Hénona
H(x,y)=(y +1 —ax?,bx), (6)

gdzie a, b oraz ¢ sa pewnymi statymi [E. Ott 1995].

Iterowane w dyskretnych krokach przeksztalcenie moze posiada¢ wtasnosé
mieszania w przestrzeni o dowolnej liczbie wymiaréw. Przytoczone powyzej
przyktady przeksztatcen dotycza przestrzeni o jednym (odwzorowanie logistycz-
ne) lub dwdch wymiarach (odwzorowanie Hénona). W przypadku systemow
o dynamice ciaglej istnieje dolne ograniczenie liczby wymiardw przestrzeni fazo-
wej, w ktorej] moze wystapi¢ zachowanie chaotyczne. Ograniczenie to wynika
z determinizmu uniemozliwiajacego krzyzowanie si¢ trajektorii systemu. Koniecz-
ne jest istnienie co najmniej trzech wymiardw, aby stworzy¢ przestrzen pozwa-
lajaca wymieszaé ciagle trajektorie bez ich wzajemnego przecinania sig.
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3. Przestrzen stanéw systemu komputerowego

Wspoétczesne komputery sa doskonalym narzgdziem badawczym przydatnym
do modelowania dynamiki zlozonych systemow, zwlaszcza takich, ktore wyka-
zuja zachowania chaotyczne. Specyfika technologii cyfrowej zastosowanej do bu-
dowy komputeréw naktada na mozliwosci tego narzedzia pewne istotne ograni-
czenia, ktore jednak nie stwarzaja przeszkody w wykorzystaniu komputerow do
badan chaosu. Pomimo to z punktu widzenia teorii matematycznej systemy dyna-
miczne modelowane za pomoca komputera stanowig jedynie przyblizenie pew-
nych cech granicznych, jak mieszanie czy ergodyczno$¢ trajektorii, ktore ujaw-
niaja si¢ dopiero w nieskonczonych interwatach czasu ewolucji systemow. Przy-
blizenie to jest tym lepsze, im wicksza jest doktadno$¢ obliczen prowadzonych
przy uzyciu komputera.

Czas plynagcy w systemach komputerowych jest z natury dyskretny. Jest to
konsekwencja dyskretnosci algorytméw symulacyjnych, jakie moga by¢ wykony-
wane przez maszyny cyfrowe. Modelowane systemy opisywane sg poprzez itera-
cj¢ pewnego przeksztalcenia badz zadanego w sposob jawny w przypadku syste-
mow a priori dyskretnych, badz okreslonego réwnaniami roéznicowymi zaste-
pujacymi rownania rézniczkowe, okreslajace dynamike systemow ciagtych. Itera-
cyjna posta¢ systemu sama w sobie nie stanowi bariery dla chaosu determini-
stycznego, ktorego obecnos¢ jest udowodniona dla wielu systemdw dyskretnych.

Druga cechg charakterystyczng dla komputerowych systeméw dynamicznych
jest skwantowana posta¢ zmiennych stanu, wynikajaca z cyfrowego charakteru
sygnatow przetwarzanych przez komputer, ktore to sygnaly moga przyjmowac je-

Rysunek 1

F-systemy jako podklasa systeméw dynamicznych

systemy dynamiczne

skonczona
przestrzen
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dynie skonczony zbior warto$ci. Przestrzen fazowa systemu komputerowego jest
zatem zbiorem skonczonym, choc jej teoretyczny odpowiednik jest zbiorem nie-
przeliczalnym. Przestrzen ta nie jest takze zbiorem gestym. Miara dowolnego
podzbioru tej przestrzeni, jak i jej samej, ma warto$¢ zerowa. Powyzsze wtasci-
wosci nadaja systemom komputerowym szczegoélne cechy, ktére odrdzniajg je od
klasycznych systemow dynamicznych, poruszajacych si¢ w continuum liczb rze-
czywistych.

Dla podkreslenia tych réznic deterministyczne iteracyjne systemy dynamiczne,
ktérych przestrzen fazowa jest zbiorem skonczonym, beda dalej nazywane F-
-systemami (rysunek 1).

4. Ergodyczno$¢ w skonczonej przestrzeni stanéw

Cechy przestrzeni fazowej F-systemow uniemozliwiaja bezposrednia adaptacje
poje¢ dynamiki systeméw chaotycznych. Niech X oznacza przestrzen standéw
F-systemu bedaca skoniczonym podzbiorem przestrzeni X. Jezeli u jest miarg
okreslong na X, to

uXx")=0, (7

wobec czego nie mozna rozwaza¢ rozkladalnosci lub nierozktadalno$ci metrycz-
nej X" na podzbiory niezerowej miary, gdyz

VP X" uP)=0 (®)

Nie mozna zatem réwniez sformutowaé warunku ergodycznosci systemu ani
okresli¢ wlasnosci mieszania.

W F-systemie moze istnie¢ jedynie skonczona liczba nie przecinajacych sig
roznych trajektorii, nie wigksza od liczby punktéw przestrzeni fazowej. W skon-
czonej liczbie iteracji system wykorzysta wszystkie dostgpne punkty, po czym
zacznie przechodzi¢ powtdrnie przez te same stany w identycznej kolejnosci.
Wszystkie trajektorie sa wobec tego cykliczne i majg skonczona dlugosé, co jest
istotng roznica w stosunku do klasycznego zachowania chaotycznego, gdzie
punkty okresowe sg gesto rozmieszczone, lecz sgsiaduja dowolnie blisko z trajek-
toriami nieokresowymi.

Klasyczne okreslenie ergodyczno$ci zaczerpnigte z mechaniki statystycznej nie
daje si¢ wprost zastosowa¢ do F-systemow. Punkty poszczegdlnych orbit okreso-
wych w takich systemach stanowia roztaczne podzbiory niezmiennicze wzgledem
iterowanego przeksztalcenia o tej samej mierze, co cala przestrzen fazowa. Gdy-
by zatem miaty istnie¢ trajektorie ergodyczne w takiej przestrzeni, nie roéznityby
si¢ one od trajektorii regularnych, jedne i drugie bowiem przechodza przez
wszystkie punkty przestrzeni fazowej, z pominigciem pewnej ich skonczonej licz-
by. Podobnie wlasno$¢ mieszania zdefiniowana dla ciggtych systeméw dynamicz-
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nych nie moze by¢ bezposrednio zastosowana w przypadku F-systemow. Mia-
nowniki utamkow we wzorze (4) przyjmuja bowiem za kazdym razem warto$ci
Zerowe.

Mozna podja¢ prébe adaptacji poje¢ ergodyczno$ci i mieszania do specyfiki
F-systemow pokonujac przeszkodg, jaka stwarza zerowa miara skonczonej prze-
strzeni fazowej. W tym celu miar¢ okre$long w tej przestrzeni mozna zastgpic
moca zbioru punktéw tej przestrzeni. Ta ostatnia wielko$¢ przyjmowac bedzie
skoniczone warto$ci naturalne, dlatego tez nie bgdzie mozna wykorzystaé jakos-
ciowego rozrdznienia pomig¢dzy skonczonym i nieskonczonym podzbiorem prze-
strzeni fazowej. Wynika stad, ze odpowiednik ergodycznosci dla F-systemow, na-
zywany dalej F-ergodycznos$cia, bedzie cecha iloSciowa.

Stopniem A F-ergodyczno$ci iteracyjnego systemu dynamicznego o skonczonej
przestrzeni fazowej bgdzie stosunek mocy zbiorow:

a=1Yl ©)

X"
gdzie U oznacza najwiekszy podzbior przestrzeni X * niezmienniczy i nierozkta-
dalny na mniejsze roztaczne podzbiory réwniez niezmiennicze wzgledem iterowa-
nego przeksztalcenia. Stopien F-ergodyczno$ci moze przyjmowaé wartosci z prze-
dziatu (0, 1].

System F-ergodyczny w stopniu 1 przebiega calg przestrzen fazowa, ktdrej nie
da si¢ roztozy¢ na odrebne podzbiory zamykajace trajektorie, rozpoczynajace si¢
w ich obrgbie. Po przeciwnej stronie skali znajduja si¢ F-systemy, ktérych
wszystkie punkty przestrzeni fazowej sg punktami statymi. Duzy stopien F-ergo-
dyczno$ci nie musi jednak oznacza¢, ze w dynamice systemu obserwuje si¢
dtugie trajektorie okresowe, poniewaz iterowane przeksztalcenie moze nie by¢
funkcja réznowartosciowa. Przyktadem silnie F-ergodycznego systemu bez dtu-
gich trajektorii okresowych jest system okre$lony w przestrzeni kolejnych liczb

naturalnych 0, 1, 2, ... k za pomoca przeksztalcenia:
n+l dla n<k
n) = 10
f(){n dla n=k (10)

Zamiast poruszac si¢ po trajektorii okresowej system zatrzymuje si¢ w punkcie
statym po co najwyzej k poczatkowych iteracjach. Najwiekszym nierozktadalnym
podzbiorem niezmienniczym wzgledem tego przeksztalcenia jest jednak cata do-
stgpna przestrzen fazowa.

5. Problem wlasnos$ci mieszania

Zastapienie miary podzbiorow przestrzeni fazowej ich moca nie rozwigzuje
jednak trudno$ci przeniesienia wtasno$ci mieszania na F-systemy. Analogiczne do
réwnania (4) wyrazenie z uzyciem mocy zbioréw miatoby postaé:



Ergodycznosé i wlasnosé mieszania w chaotycznej dynamice systemow komputerowych 207

lim 20T @) _ 1P (11)

e [ Q]
przy zachowaniu tych samych oznaczen. W definicji mieszania dla systemow
ciaglych konieczne jest zatozenie, ze przeksztatlcenie 7' zachowuje miarg. Analo-
giczne zatozenie dla F-systemow bedzie wymagac, aby przeksztalcenie 7' zacho-
wywato moc zbioru, a wigc aby byto réznowartosciowe. Innymi stowy 7" musi
by¢ permutacja. W przeciwnym wypadku zamiast mieszania punktow prze-
ksztalcenie bedzie zastepowac roézne punkty pojedynczymi.

Mimo wprowadzonej modyfikacji wyrazenie (11) w dalszym ciggu nie daje sig¢
wykorzysta¢ do okre$lenia wtasnosci mieszania. Roznowartosciowe przeksztatce-
nie iterowane w skonczonym zbiorze €2 musi by¢ okresowe, przez co ciag
w symbolu granicy nie bgdzie zbiezny. Dowolny podzbidr P przestrzeni fazowej
po pewnej liczbie iteracji przejdzie z powrotem w siebie samego i system powrd-
ci do stanu wyj$ciowego, czyli

JkeN,k<|X"|:T*(P)=P (12)

W miar¢ kolejnych iteracji przeksztalcenia punkty podzbioru P moga zostaé
przemieszane z pozostalymi punktami przestrzeni fazowej, w pewnej chwili
osiggajac najwigkszy stopien rozproszenia. Dalsze iteracje beda jednak przywra-
caty pierwotne potozenie punktow tak, az ponownie utoza si¢ one w podzbior P.
Przypomina to tasowanie talii kart poprzez powtarzanie ustalonego sposobu ich
przektadania. Po pewnej liczbie przetozen karty sasiadujace poczatkowo ze soba
znajdg si¢ w réznych miejscach talii, po dalszych przelozeniach talia odzyska
uktad wyjsciowy 1 cykl zacznie si¢ powtarzad.

Wtasno$¢ mieszania F-systemu, bez wzgledu na doktadng jej definicjg¢, bedzie
zatem ujawniala si¢ okresowo podczas ewolucji systemu, nie za§ w granicy nie-
skoniczonej liczby iteracji. Sformutowanie wtasnosci mieszania dla F-systemu nie
moze wigc zawiera¢ wyrazenia podobnego do (11). Zaproponowanie precyzyjnej
definicji takiej wlasno$ci wymaga dalszych prac, a w szczegdlnosci rozwazenia
nast¢gpujacych problemow:

1. Interpretacja iloSciowej natury mieszania. Podobnie, jak w przypadku
F-ergodycznos$ci, mieszanie w systemie o skonczonej przestrzeni standow jest
cechg iloSciowa. Wszystkie F-systemy sg mieszajace w pewnym stopniu. Okresle-
nie réznic migdzy systemem stabo i silnie mieszajacym wymaga podjecia proby
sformalizowania subtelnego filozoficznie rozroznienia migdzy porzadkiem
i chaosem.

2. Ustalenie miary réwnomierno$ci rozproszenia podzbioru przestrzeni standw.
Skonczona liczba punktow poddawanych iteracyjnie danemu przeksztatceniu mo-
ze nie da¢ si¢ rozprowadzi¢ réwnomiernie wsrdd skonczonej liczby wszystkich
punktow przestrzeni, na przyktad gdy jako przeksztalcany podzbidr zostanie wy-
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brana cala przestrzen, z wyjatkiem jednego punktu. Pewnym sposobem rozwigza-
nia tego problemu moze by¢ zastosowanie miar statystycznych.

3. Okreslenie chwili najwiekszego rozproszenia podzbioru przestrzeni stanow.
W przypadku iteracyjnych systeméw mieszajacych w sensie klasycznym najwigk-
sze rozproszenie osiaga si¢ po nieskonczonej liczbie iteracji. W przypadku F-sys-
temow, ktore z natury wykazujg zachowanie okresowe, najwigksze wymieszanie
pojawia si¢ wielokrotnie i cyklicznie ust¢puje miejsca powracajagcemu porzadko-
wi wyjSciowemu.

Wiasno$¢ mieszania F-systemu powinna takze pozostawa¢ w takim samym
zwigzku z F-ergodycznos$cia, jak ma to miejsce w przypadku klasycznych syste-
méw mieszajacych. Prawdziwe powinno zatem by¢ twierdzenie: jezeli F-system
jest mieszajacy w stopniu A, to jest takze F-ergodyczny w stopniu co najmniej
rownym A. Z kolei z F-ergodyczno$ci nie powinna wynika¢ wtasno$¢ mieszania.
Dla przyktadu mozna rozwazy¢ system poruszajacy si¢ w przestrzeni kolejnych
liczb naturalnych 0, 1, 2, ... k zadany przeksztatceniem:

n+1 dla n<k
n)= 13
S { n dla n=k (13)

Tak okreslony system jest F-ergodyczny w stopniu 1, ale intuicyjnie tatwo
mozna dostrzec, ze nie powinien zosta¢ uznany za mieszajacy.

6. Chaos w eksperymentach komputerowych

Przeniesienie poj¢¢ ergodyczno$ci i mieszania na F-systemy wydaje si¢ zabie-
giem istotnym z punktu widzenia badan dynamiki systeméw modelowanych za
pomoca komputerow, a wigc iteracyjnych deterministycznych systemow o skon-
czonych przestrzeniach fazowych. Dotyczy to szczegoélnie modeli, ktére nie sa
wynikiem kwantyzacji lub dyskretyzacji pewnych systemow dynamicznych opisa-
nych z gbéry znanymi funkcjami, w tym bowiem ostatnim przypadku wlasnosci
mieszania lub ergodycznosci, a co za tym idzie cale zachowanie chaotyczne, sg
dziedziczone z oryginalnego systemu do jego cyfrowego przyblizenia. Systemy
komputerowe modelujace znane chaotyczne zjawiska nie wymagaja dodatkowego
badania pod katem wystepowania chaosu, poniewaz sa tylko przyblizeniami juz
wczesniej zbadanych systemow.

Odmiennie przedstawia si¢ sytuacja ztozonych systeméw komputerowych, kto-
re same w sobie stanowig zrodlo zachowan chaotycznych. Iterowane prze-
ksztalcenie moze nie by¢ znane dla takiego F-systemu, a jedynym zrédlem infor-
macji o wlasnosciach tego przeksztalcenia moze by¢ ciag wartosci zmiennych
stanu systemu podlegajacego ewolucji w pamigci komputera. Sformutowanie
pewnych wnioskdw o ergodyczno$ci czy mieszajacej naturze iterowanego prze-
ksztalcenia nie moze opiera¢ si¢ w takim przypadku na podejsciu analitycznym,
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lecz empirycznym (rysunek 2). Badanie chaosu w F-systemach stawia badacza
w niewygodnym potozeniu, w ktorym musi on niekiedy przyjmowaé wnioski sil-
nie zalezne od technicznych mozliwo$ci prowadzenia eksperymentow. Zalezno$¢
ta jest wyraznie widoczna podczas badania dtugosci okresu orbity, po ktorej po-
rusza si¢ system.

O tym, jak duza moze by¢ liczba iteracji, w czasie ktorych okresowe zachowa-
nie nie zdazy si¢ ujawnié, decyduje najwicksza z dlugosci orbit przebiegajacych
w przestrzeni fazowej, to za$§ zalezy od przyjetej binarnej reprezentacji liczb
w konkretnym algorytmie obliczeniowym. Algorytm zapisany w jezyku C++ ope-
rujacy na zmiennych typu long double dysponuje zmiennopozycyjnym zapisem
liczb dhugosci 10 bajtéw (w niektorych platformach systemowych jest to 8 baj-
tow). W tym zapisie 64 bity przeznaczone sg dla mantysy, co przy zalozeniu, ze
cecha i znak liczby nie zmieniaja si¢ w kolejnych iteracjach, daje zbior 2% mozli-
wych do zapisania wartosci. Najdluzsza orbita okresowa w jednowymiarowej
przestrzeni stanéw moze zatem mieé¢ dtugo$é rzedu okoto 10" iteracji, cho¢ wiel-
ko$¢ tego wykladnika moze by¢ rézna w zaleznosci od tego, jak zmienia si¢ ce-
cha liczby w zapisie zmiennopozycyjnym podczas iteracji.

Rysunek 2

Roéznice w procesie badania komputerowych systemow dynamicznych wzorowanych na znanym
systemie przedmiotowym (A) oraz bez pierwowzoru (B)

system model komputerowy pierwotny
przedmiotowy # z odziedziczonym system
z chaosem chaosem komputerowy

v ¥

eksperyment eksperyment
symulacyjny symulacyjny

rezultaty rezultaty
symulacji symulacji
v v v
wnioskowanie wnioskowanie wnioskowanie
analityczne empiryczne empiryczne
konfrontacja
wnioskow
A | B

Liczba 10" iteracji w duzym stopniu przekracza mozliwosci techniczne
wspolczesnych komputerdw, zarowno pod wzgledem czasu trwania obliczen, jak
1 pojemnosci pamigci niezbednej do zapisania wynikow symulacji. Orbity o tak
dhugim okresie sa dla eksperymentatora nieodréznialne od trajektorii nieokreso-
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wych. W rzeczywisto$ci nalezy spodziewac si¢ jednowymiarowych orbit okreso-
wych krétszych niz 10" iteracji, sposrod bowiem wszystkich 2% dopuszczalnych
warto$ci wiele punktow moze by¢ zajetych przez orbity o krotszym okresie.

Wprowadzenie dwodch lub wigkszej liczby wymiardw do przestrzeni fazowe;j
modelowanego systemu zwigksza wyktadniczo liczbe mozliwych stanéw, a co za
tym idzie maksymalng dtugo$é orbit okresowych. Przy stosunkowo nieduzej pre-
cyzji zapisu liczb (19 cyfr dziesigtnych w przypadku typu long double), wprowa-
dzajac wiele zmiennych stanu tatwo mozna przekroczy¢ najbardziej podstawowe
ograniczenia czasu trwania obliczen niezbgdnych do powrotu trajektorii do punk-
tu poczatkowego. Dla 10 zmiennych wyliczenie bez powtdrzen wszystkich mozli-
wych stanéw systemu musiatoby zajaé ponad 3-10'"* lat przy szybkosci obliczen
10" iteracji na sekunde.

7. Podsumowanie

Bogactwo zachowan F-systemow tworzonych za pomoca komputerdw stwarza
istotny problem natury praktycznej: w jaki sposdb rozpoznac i zmierzy¢ takie ce-
chy, jak ergodycznos¢ lub mieszanie, w systemie, ktdrego zachowanie mozna po-
zna¢ jedynie w bardzo ograniczonym zakresie, za$ iterowane przeksztatcenie po-
zostaje nieznane. System tego rodzaju mozna poréwna¢ do automatu w postaci
czarnej skrzynki zapisujacej na papierowej wstedze pewne liczby. Zadaniem ba-
dacza w tej analogii jest ocena, jak bardzo chaotyczny jest cigg liczb zapisywany
przez automat, przy czym z gory wiadome jest, Zze ciag ten powtarza si¢ okreso-
wo, cho¢ powtdrzenie moze nie nastapi¢ w czasie catego zycia badacza.

Z perspektywy badan bardzo ztozonych F-systeméw przydatne bytoby zatem
opracowanie narzedzi pozwalajacych na ocen¢ chaotycznych wtasnosci takich
systemow przy uwzglednieniu ograniczen towarzyszacych eksperymentom kom-
puterowym. Czas trwania obliczen moze z jednej strony nie dopusci¢ do ujawnie-
nia si¢ pewnych cech, takich jak dlugos¢ okresu trajektorii, z drugiej strony moze
nie pozwoli¢ na powtorzenie obserwacji dla wielu trajektorii rozpoczynajacych
si¢ w roznych punktach. Ocena chaotycznych wilasnosci F-systeméw wymaga tez
wzigcia pod uwagge ilosciowej natury owych wlasnosci i wprowadzenia pewnej
miary chaosu, zachowania F-systemow moga bowiem zajmowaé rdézne miejsca na
ciagtej skali pomiedzy porzadkiem a chaosem. Wskazane tu zagadnienia stanowic¢
moga interesujacy przedmiot przysztych prac badawczych.
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