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Ergodycznoœæ i w³asnoœæ mieszania
w chaotycznej dynamice systemów
komputerowych

1. Wstêp

System dynamiczny mo¿e prezentowaæ cechy chaosu, je¿eli spe³nia pewne ko-
nieczne warunki wynikaj¹ce bezpoœrednio z mechanizmu powstawania z³o¿onoœci
chaotycznych zachowañ. Warunki owe dotycz¹ dynamiki systemu determinuj¹cej
sekwencjê kolejnych stanów przyjmowanych w czasie jego ewolucji, z których
ka¿dy nastêpny jest wynikiem poddania stanu poprzedniego okreœlonemu prze-
kszta³ceniu. Szczegó³owa postaæ tego przekszta³cenia decyduje o zachowaniu siê
systemu, dlatego te¿ w³aœnie tutaj nale¿y poszukiwaæ Ÿróde³ chaosu determini-
stycznego.

Z matematycznego punktu widzenia wspomniane przekszta³cenie jest funkcj¹
wektorow¹, która przeprowadza punkty przestrzeni zmiennych stanu systemu na
inne punkty tej przestrzeni. W zale¿noœci od tego, czy dany system ma charakter
dyskretny czy ci¹g³y, inny jest sposób okreœlania dynamiki systemu za pomoc¹
takiej funkcji. W przypadku systemów dyskretnych jest ona elementem równania
iteracyjnego postaci:

x f xk k� �1 ( ), (1)

gdzie xk jest punktem przestrzeni stanów X ' R
n, k jest indeksem dyskretnej

chwili czasu, przy czym k, n � N. Z kolei dynamikê systemów ci¹g³ych mo¿na
opisaæ równaniem ró¿niczkowym:

� ( , )x g x t� , (2)

gdzie t oznacza czas. W obu przypadkach dla pe³nego opisu zachowania systemu
konieczne jest podanie stanu pocz¹tkowego x0.

Funkcje f oraz g odmiennie determinuj¹ cechy dynamiczne systemu, równanie
iteracyjne bowiem w sposób jawny okreœla zale¿noœæ miêdzy poprzednim a na-
stêpnym stanem systemu, równanie ró¿niczkowe natomiast w bardziej wyrafino-
wany sposób wi¹¿e stan systemu z jego zmianami. W przypadku systemów



ci¹g³ych mo¿na jednak równanie ró¿niczkowe zast¹piæ równaniem iteracyjnym
korzystaj¹c z pewnego przekroju Poincarégo i definiuj¹c przekszta³cenie p, które
przeprowadza punkty trajektorii systemu le¿¹ce na tym przekroju w ich obrazy
bêd¹ce punktami nastêpnego powrotu trajektorii do tego przekroju. Dziêki tak
okreœlonemu przekszta³ceniu Poincarégo dynamikê systemu ci¹g³ego mo¿na, po
zawê¿eniu obserwacji do wybranego przekroju, opisaæ podobnym do (1) równa-
niem:

x p xk k� �1 ( ), (3)

gdzie k numeruje chronologicznie punkty, w których trajektoria systemu przebija
wybrany przekrój. Dla niektórych systemów o dynamice ci¹g³ej mo¿na prze-
kszta³cenie Poincarégo wyznaczyæ w prosty sposób na podstawie równania ró¿-
niczkowego, wybieraj¹c odpowiednio przekrój i wyznaczaj¹c wspó³rzêdne kolej-
nych powrotów trajektorii do tego przekroju. Przejœcie od postaci ró¿niczkowej
do postaci iteracyjnej równania systemu mo¿e byæ jednak bardzo trudne w wielu
przypadkach, gdy przekszta³cenie p nie jest jawnie okreœlone ani nie daje siê
³atwo wyznaczyæ analitycznie.

2. Systemy ergodyczne i mieszaj¹ce

Czynnikiem generuj¹cym zachowania chaotyczne systemów opisanych równa-
niem iteracyjnym jest w³asnoœæ mieszania iterowanego przekszta³cenia. W³asnoœæ
mieszania oznacza, ¿e przekszta³cenie powtarzane wielokrotnie stopniowo coraz
bardziej równomiernie rozprowadza punkty dowolnego zbioru przestrzeni stanów
po ca³ej dostêpnej przestrzeni. Bardziej formalnie w³asnoœæ tê sformu³owa³ Gibbs
w odniesieniu do ci¹g³ych systemów mechanicznych [J. R. Dorfman 2001], mo¿-
na jednak analogiczn¹ definicjê podaæ dla systemów iteracyjnych.

Dany jest system opisany równaniem (1), przy czym w przestrzeni X znajduje
siê zbiór mo¿liwych stanów systemu �� zaœ � jest miar¹ okreœlon¹ na X. Niech
P ' ( oznacza zbiór punktów pocz¹tkowych, T

k(P) bêdzie obrazem zbioru P po
k-tej iteracji przekszta³cenia T zachowuj¹cego miarê. Przekszta³cenie T posiada
w³asnoœæ mieszania, je¿eli dla ka¿dego zbioru Q' ( o niezerowej mierze zacho-
dzi równoœæ:
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przy za³o¿eniu, ¿e miara �( )( jest skoñczona i ró¿na od zera.
W³asnoœæ mieszania jest powi¹zana z pojêciem ergodycznoœci rozwa¿anym

w mechanice statystycznej. Pierwotne sformu³owanie tego pojêcia podane przez
Boltzmanna stwierdza³o, ¿e system ergodyczny porusza siê po swoich trajekto-
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riach o ustalonej energii w ten sposób, i¿ w obszarach o jednakowej mierze prze-
bywa jednakowo d³ugo. W³asnoœæ ergodycznoœci daje siê równowa¿nie okreœliæ
jako nierozk³adalnoœæ metryczna przestrzeni stanów systemu na dwa lub wiêcej
podzbiorów niezmienniczych niezerowej miary, w których rozpoczynaj¹ce siê tra-
jektorie pozostaj¹ nieskoñczenie d³ugo. To drugie sformu³owanie pozwala odnieœæ
w³asnoœæ ergodycznoœci do systemów iteracyjnych.

Je¿eli system posiada w³asnoœæ mieszania, to jest tak¿e ergodyczny, mieszanie
jest bowiem szczególnym rodzajem zachowania ergodycznego. W przestrzeni sta-
nów nierozk³adalnej metrycznie trajektoria systemu przebiega niemal wszystkie
punkty, z wyj¹tkiem zbiorów miary zero. Jednak¿e sama ergodycznoœæ nie impli-
kuje zachowania chaotycznego, bowiem blisko rozpoczynaj¹ce siê trajektorie
mog¹ przez ca³y czas pozostawaæ bliskie. Natomiast je¿eli w systemie obecna
jest w³asnoœæ mieszania, to ka¿dy niezerowej miary zbiór dowolnie bliskich
punktów pocz¹tkowych zostanie z biegiem czasu rozprzestrzeniony wœród
wszystkich innych mo¿liwych stanów systemu. Z pocz¹tku bliskie trajektorie
bêd¹ zatem rozbiegaæ siê w przestrzeni stanów, co oznacza siln¹ wra¿liwoœæ na
warunki pocz¹tkowe. Systemy mieszaj¹ce wykazuj¹ wiêc zachowanie chaotyczne.

Przekszta³cenie iterowane w systemie dyskretnym musi byæ nieliniowe, aby
posiada³o w³asnoœæ mieszania. Przekszta³cenia liniowe nie powoduj¹ wymieszania
punktów przestrzeni stanów, a jedynie ich proporcjonalne przeskalowanie lub
przesuniêcie. Klasycznym przyk³adem nieliniowego przekszta³cenia posiadaj¹cego
w³asnoœæ mieszania jest rozci¹ganie-i-sk³adanie porównywane tradycyjnie do pro-
cedury wyrabiania ciasta. Jest to w istocie ca³a klasa przekszta³ceñ, do której na-
le¿y szereg ró¿nych funkcji, miêdzy innymi odwzorowanie logistyczne

L x cx x( ) ( )� �1 (5)

lub odwzorowanie Hénona

H x y y ax bx( , ) ( , )� � �1 2 , (6)

gdzie a, b oraz c s¹ pewnymi sta³ymi [E. Ott 1995].
Iterowane w dyskretnych krokach przekszta³cenie mo¿e posiadaæ w³asnoœæ

mieszania w przestrzeni o dowolnej liczbie wymiarów. Przytoczone powy¿ej
przyk³ady przekszta³ceñ dotycz¹ przestrzeni o jednym (odwzorowanie logistycz-
ne) lub dwóch wymiarach (odwzorowanie Hénona). W przypadku systemów
o dynamice ci¹g³ej istnieje dolne ograniczenie liczby wymiarów przestrzeni fazo-
wej, w której mo¿e wyst¹piæ zachowanie chaotyczne. Ograniczenie to wynika
z determinizmu uniemo¿liwiaj¹cego krzy¿owanie siê trajektorii systemu. Koniecz-
ne jest istnienie co najmniej trzech wymiarów, aby stworzyæ przestrzeñ pozwa-
laj¹c¹ wymieszaæ ci¹g³e trajektorie bez ich wzajemnego przecinania siê.
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3. Przestrzeñ stanów systemu komputerowego

Wspó³czesne komputery s¹ doskona³ym narzêdziem badawczym przydatnym
do modelowania dynamiki z³o¿onych systemów, zw³aszcza takich, które wyka-
zuj¹ zachowania chaotyczne. Specyfika technologii cyfrowej zastosowanej do bu-
dowy komputerów nak³ada na mo¿liwoœci tego narzêdzia pewne istotne ograni-
czenia, które jednak nie stwarzaj¹ przeszkody w wykorzystaniu komputerów do
badañ chaosu. Pomimo to z punktu widzenia teorii matematycznej systemy dyna-
miczne modelowane za pomoc¹ komputera stanowi¹ jedynie przybli¿enie pew-
nych cech granicznych, jak mieszanie czy ergodycznoœæ trajektorii, które ujaw-
niaj¹ siê dopiero w nieskoñczonych interwa³ach czasu ewolucji systemów. Przy-
bli¿enie to jest tym lepsze, im wiêksza jest dok³adnoœæ obliczeñ prowadzonych
przy u¿yciu komputera.

Czas p³yn¹cy w systemach komputerowych jest z natury dyskretny. Jest to
konsekwencja dyskretnoœci algorytmów symulacyjnych, jakie mog¹ byæ wykony-
wane przez maszyny cyfrowe. Modelowane systemy opisywane s¹ poprzez itera-
cjê pewnego przekszta³cenia b¹dŸ zadanego w sposób jawny w przypadku syste-
mów a priori dyskretnych, b¹dŸ okreœlonego równaniami ró¿nicowymi zastê-
puj¹cymi równania ró¿niczkowe, okreœlaj¹ce dynamikê systemów ci¹g³ych. Itera-
cyjna postaæ systemu sama w sobie nie stanowi bariery dla chaosu determini-
stycznego, którego obecnoœæ jest udowodniona dla wielu systemów dyskretnych.

Drug¹ cech¹ charakterystyczn¹ dla komputerowych systemów dynamicznych
jest skwantowana postaæ zmiennych stanu, wynikaj¹ca z cyfrowego charakteru
sygna³ów przetwarzanych przez komputer, które to sygna³y mog¹ przyjmowaæ je-
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dynie skoñczony zbiór wartoœci. Przestrzeñ fazowa systemu komputerowego jest
zatem zbiorem skoñczonym, choæ jej teoretyczny odpowiednik jest zbiorem nie-
przeliczalnym. Przestrzeñ ta nie jest tak¿e zbiorem gêstym. Miara dowolnego
podzbioru tej przestrzeni, jak i jej samej, ma wartoœæ zerow¹. Powy¿sze w³aœci-
woœci nadaj¹ systemom komputerowym szczególne cechy, które odró¿niaj¹ je od
klasycznych systemów dynamicznych, poruszaj¹cych siê w continuum liczb rze-
czywistych.

Dla podkreœlenia tych ró¿nic deterministyczne iteracyjne systemy dynamiczne,
których przestrzeñ fazowa jest zbiorem skoñczonym, bêd¹ dalej nazywane F-
-systemami (rysunek 1).

4. Ergodycznoœæ w skoñczonej przestrzeni stanów

Cechy przestrzeni fazowej F-systemów uniemo¿liwiaj¹ bezpoœredni¹ adaptacjê
pojêæ dynamiki systemów chaotycznych. Niech X F oznacza przestrzeñ stanów
F-systemu bêd¹c¹ skoñczonym podzbiorem przestrzeni X. Je¿eli � jest miar¹
okreœlon¹ na X, to

�( )X F � 0, (7)

wobec czego nie mo¿na rozwa¿aæ rozk³adalnoœci lub nierozk³adalnoœci metrycz-
nej X F na podzbiory niezerowej miary, gdy¿

� ' �P X PF �( ) 0 (8)

Nie mo¿na zatem równie¿ sformu³owaæ warunku ergodycznoœci systemu ani
okreœliæ w³asnoœci mieszania.

W F-systemie mo¿e istnieæ jedynie skoñczona liczba nie przecinaj¹cych siê
ró¿nych trajektorii, nie wiêksza od liczby punktów przestrzeni fazowej. W skoñ-
czonej liczbie iteracji system wykorzysta wszystkie dostêpne punkty, po czym
zacznie przechodziæ powtórnie przez te same stany w identycznej kolejnoœci.
Wszystkie trajektorie s¹ wobec tego cykliczne i maj¹ skoñczon¹ d³ugoœæ, co jest
istotn¹ ró¿nic¹ w stosunku do klasycznego zachowania chaotycznego, gdzie
punkty okresowe s¹ gêsto rozmieszczone, lecz s¹siaduj¹ dowolnie blisko z trajek-
toriami nieokresowymi.

Klasyczne okreœlenie ergodycznoœci zaczerpniête z mechaniki statystycznej nie
daje siê wprost zastosowaæ do F-systemów. Punkty poszczególnych orbit okreso-
wych w takich systemach stanowi¹ roz³¹czne podzbiory niezmiennicze wzglêdem
iterowanego przekszta³cenia o tej samej mierze, co ca³a przestrzeñ fazowa. Gdy-
by zatem mia³y istnieæ trajektorie ergodyczne w takiej przestrzeni, nie ró¿ni³yby
siê one od trajektorii regularnych, jedne i drugie bowiem przechodz¹ przez
wszystkie punkty przestrzeni fazowej, z pominiêciem pewnej ich skoñczonej licz-
by. Podobnie w³asnoœæ mieszania zdefiniowana dla ci¹g³ych systemów dynamicz-
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nych nie mo¿e byæ bezpoœrednio zastosowana w przypadku F-systemów. Mia-
nowniki u³amków we wzorze (4) przyjmuj¹ bowiem za ka¿dym razem wartoœci
zerowe.

Mo¿na podj¹æ próbê adaptacji pojêæ ergodycznoœci i mieszania do specyfiki
F-systemów pokonuj¹c przeszkodê, jak¹ stwarza zerowa miara skoñczonej prze-
strzeni fazowej. W tym celu miarê okreœlon¹ w tej przestrzeni mo¿na zast¹piæ
moc¹ zbioru punktów tej przestrzeni. Ta ostatnia wielkoœæ przyjmowaæ bêdzie
skoñczone wartoœci naturalne, dlatego te¿ nie bêdzie mo¿na wykorzystaæ jakoœ-
ciowego rozró¿nienia pomiêdzy skoñczonym i nieskoñczonym podzbiorem prze-
strzeni fazowej. Wynika st¹d, ¿e odpowiednik ergodycznoœci dla F-systemów, na-
zywany dalej F-ergodycznoœci¹, bêdzie cech¹ iloœciow¹.

Stopniem � F-ergodycznoœci iteracyjnego systemu dynamicznego o skoñczonej
przestrzeni fazowej bêdzie stosunek mocy zbiorów:

� �
| |

| |

U

X F
, (9)

gdzie U oznacza najwiêkszy podzbiór przestrzeni X F niezmienniczy i nierozk³a-
dalny na mniejsze roz³¹czne podzbiory równie¿ niezmiennicze wzglêdem iterowa-
nego przekszta³cenia. Stopieñ F-ergodycznoœci mo¿e przyjmowaæ wartoœci z prze-
dzia³u (0, 1].

System F-ergodyczny w stopniu 1 przebiega ca³¹ przestrzeñ fazow¹, której nie
da siê roz³o¿yæ na odrêbne podzbiory zamykaj¹ce trajektorie, rozpoczynaj¹ce siê
w ich obrêbie. Po przeciwnej stronie skali znajduj¹ siê F-systemy, których
wszystkie punkty przestrzeni fazowej s¹ punktami sta³ymi. Du¿y stopieñ F-ergo-
dycznoœci nie musi jednak oznaczaæ, ¿e w dynamice systemu obserwuje siê
d³ugie trajektorie okresowe, poniewa¿ iterowane przekszta³cenie mo¿e nie byæ
funkcj¹ ró¿nowartoœciow¹. Przyk³adem silnie F-ergodycznego systemu bez d³u-
gich trajektorii okresowych jest system okreœlony w przestrzeni kolejnych liczb
naturalnych 0, 1, 2, ... k za pomoc¹ przekszta³cenia:

f n
n n k

n n k
( ) �

� �

�

�
�
�

1 dla

dla
(10)

Zamiast poruszaæ siê po trajektorii okresowej system zatrzymuje siê w punkcie
sta³ym po co najwy¿ej k pocz¹tkowych iteracjach. Najwiêkszym nierozk³adalnym
podzbiorem niezmienniczym wzglêdem tego przekszta³cenia jest jednak ca³a do-
stêpna przestrzeñ fazowa.

5. Problem w³asnoœci mieszania

Zast¹pienie miary podzbiorów przestrzeni fazowej ich moc¹ nie rozwi¹zuje
jednak trudnoœci przeniesienia w³asnoœci mieszania na F-systemy. Analogiczne do
równania (4) wyra¿enie z u¿yciem mocy zbiorów mia³oby postaæ:
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przy zachowaniu tych samych oznaczeñ. W definicji mieszania dla systemów
ci¹g³ych konieczne jest za³o¿enie, ¿e przekszta³cenie T zachowuje miarê. Analo-
giczne za³o¿enie dla F-systemów bêdzie wymagaæ, aby przekszta³cenie T zacho-
wywa³o moc zbioru, a wiêc aby by³o ró¿nowartoœciowe. Innymi s³owy T musi
byæ permutacj¹. W przeciwnym wypadku zamiast mieszania punktów prze-
kszta³cenie bêdzie zastêpowaæ ró¿ne punkty pojedynczymi.

Mimo wprowadzonej modyfikacji wyra¿enie (11) w dalszym ci¹gu nie daje siê
wykorzystaæ do okreœlenia w³asnoœci mieszania. Ró¿nowartoœciowe przekszta³ce-
nie iterowane w skoñczonym zbiorze � musi byæ okresowe, przez co ci¹g
w symbolu granicy nie bêdzie zbie¿ny. Dowolny podzbiór P przestrzeni fazowej
po pewnej liczbie iteracji przejdzie z powrotem w siebie samego i system powró-
ci do stanu wyjœciowego, czyli

� � � �k N k X T P PF k, | |: ( ) (12)

W miarê kolejnych iteracji przekszta³cenia punkty podzbioru P mog¹ zostaæ
przemieszane z pozosta³ymi punktami przestrzeni fazowej, w pewnej chwili
osi¹gaj¹c najwiêkszy stopieñ rozproszenia. Dalsze iteracje bêd¹ jednak przywra-
ca³y pierwotne po³o¿enie punktów tak, a¿ ponownie u³o¿¹ siê one w podzbiór P.
Przypomina to tasowanie talii kart poprzez powtarzanie ustalonego sposobu ich
przek³adania. Po pewnej liczbie prze³o¿eñ karty s¹siaduj¹ce pocz¹tkowo ze sob¹
znajd¹ siê w ró¿nych miejscach talii, po dalszych prze³o¿eniach talia odzyska
uk³ad wyjœciowy i cykl zacznie siê powtarzaæ.

W³asnoœæ mieszania F-systemu, bez wzglêdu na dok³adn¹ jej definicjê, bêdzie
zatem ujawnia³a siê okresowo podczas ewolucji systemu, nie zaœ w granicy nie-
skoñczonej liczby iteracji. Sformu³owanie w³asnoœci mieszania dla F-systemu nie
mo¿e wiêc zawieraæ wyra¿enia podobnego do (11). Zaproponowanie precyzyjnej
definicji takiej w³asnoœci wymaga dalszych prac, a w szczególnoœci rozwa¿enia
nastêpuj¹cych problemów:

1. Interpretacja iloœciowej natury mieszania. Podobnie, jak w przypadku
F-ergodycznoœci, mieszanie w systemie o skoñczonej przestrzeni stanów jest
cech¹ iloœciow¹. Wszystkie F-systemy s¹ mieszaj¹ce w pewnym stopniu. Okreœle-
nie ró¿nic miêdzy systemem s³abo i silnie mieszaj¹cym wymaga podjêcia próby
sformalizowania subtelnego filozoficznie rozró¿nienia miêdzy porz¹dkiem
i chaosem.

2. Ustalenie miary równomiernoœci rozproszenia podzbioru przestrzeni stanów.
Skoñczona liczba punktów poddawanych iteracyjnie danemu przekszta³ceniu mo-
¿e nie daæ siê rozprowadziæ równomiernie wœród skoñczonej liczby wszystkich
punktów przestrzeni, na przyk³ad gdy jako przekszta³cany podzbiór zostanie wy-
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brana ca³a przestrzeñ, z wyj¹tkiem jednego punktu. Pewnym sposobem rozwi¹za-
nia tego problemu mo¿e byæ zastosowanie miar statystycznych.

3. Okreœlenie chwili najwiêkszego rozproszenia podzbioru przestrzeni stanów.
W przypadku iteracyjnych systemów mieszaj¹cych w sensie klasycznym najwiêk-
sze rozproszenie osi¹ga siê po nieskoñczonej liczbie iteracji. W przypadku F-sys-
temów, które z natury wykazuj¹ zachowanie okresowe, najwiêksze wymieszanie
pojawia siê wielokrotnie i cyklicznie ustêpuje miejsca powracaj¹cemu porz¹dko-
wi wyjœciowemu.

W³asnoœæ mieszania F-systemu powinna tak¿e pozostawaæ w takim samym
zwi¹zku z F-ergodycznoœci¹, jak ma to miejsce w przypadku klasycznych syste-
mów mieszaj¹cych. Prawdziwe powinno zatem byæ twierdzenie: je¿eli F-system
jest mieszaj¹cy w stopniu �, to jest tak¿e F-ergodyczny w stopniu co najmniej
równym �. Z kolei z F-ergodycznoœci nie powinna wynikaæ w³asnoœæ mieszania.
Dla przyk³adu mo¿na rozwa¿yæ system poruszaj¹cy siê w przestrzeni kolejnych
liczb naturalnych 0, 1, 2, ... k zadany przekszta³ceniem:

f n
n n k

n n k
( ) �

� �

�

�
�
�

1 dla

dla
(13)

Tak okreœlony system jest F-ergodyczny w stopniu 1, ale intuicyjnie ³atwo
mo¿na dostrzec, ¿e nie powinien zostaæ uznany za mieszaj¹cy.

6. Chaos w eksperymentach komputerowych

Przeniesienie pojêæ ergodycznoœci i mieszania na F-systemy wydaje siê zabie-
giem istotnym z punktu widzenia badañ dynamiki systemów modelowanych za
pomoc¹ komputerów, a wiêc iteracyjnych deterministycznych systemów o skoñ-
czonych przestrzeniach fazowych. Dotyczy to szczególnie modeli, które nie s¹
wynikiem kwantyzacji lub dyskretyzacji pewnych systemów dynamicznych opisa-
nych z góry znanymi funkcjami, w tym bowiem ostatnim przypadku w³asnoœci
mieszania lub ergodycznoœci, a co za tym idzie ca³e zachowanie chaotyczne, s¹
dziedziczone z oryginalnego systemu do jego cyfrowego przybli¿enia. Systemy
komputerowe modeluj¹ce znane chaotyczne zjawiska nie wymagaj¹ dodatkowego
badania pod k¹tem wystêpowania chaosu, poniewa¿ s¹ tylko przybli¿eniami ju¿
wczeœniej zbadanych systemów.

Odmiennie przedstawia siê sytuacja z³o¿onych systemów komputerowych, któ-
re same w sobie stanowi¹ Ÿród³o zachowañ chaotycznych. Iterowane prze-
kszta³cenie mo¿e nie byæ znane dla takiego F-systemu, a jedynym Ÿród³em infor-
macji o w³asnoœciach tego przekszta³cenia mo¿e byæ ci¹g wartoœci zmiennych
stanu systemu podlegaj¹cego ewolucji w pamiêci komputera. Sformu³owanie
pewnych wniosków o ergodycznoœci czy mieszaj¹cej naturze iterowanego prze-
kszta³cenia nie mo¿e opieraæ siê w takim przypadku na podejœciu analitycznym,
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lecz empirycznym (rysunek 2). Badanie chaosu w F-systemach stawia badacza
w niewygodnym po³o¿eniu, w którym musi on niekiedy przyjmowaæ wnioski sil-
nie zale¿ne od technicznych mo¿liwoœci prowadzenia eksperymentów. Zale¿noœæ
ta jest wyraŸnie widoczna podczas badania d³ugoœci okresu orbity, po której po-
rusza siê system.

O tym, jak du¿a mo¿e byæ liczba iteracji, w czasie których okresowe zachowa-
nie nie zd¹¿y siê ujawniæ, decyduje najwiêksza z d³ugoœci orbit przebiegaj¹cych
w przestrzeni fazowej, to zaœ zale¿y od przyjêtej binarnej reprezentacji liczb
w konkretnym algorytmie obliczeniowym. Algorytm zapisany w jêzyku C++ ope-
ruj¹cy na zmiennych typu long double dysponuje zmiennopozycyjnym zapisem
liczb d³ugoœci 10 bajtów (w niektórych platformach systemowych jest to 8 baj-
tów). W tym zapisie 64 bity przeznaczone s¹ dla mantysy, co przy za³o¿eniu, ¿e
cecha i znak liczby nie zmieniaj¹ siê w kolejnych iteracjach, daje zbiór 264 mo¿li-
wych do zapisania wartoœci. Najd³u¿sza orbita okresowa w jednowymiarowej
przestrzeni stanów mo¿e zatem mieæ d³ugoœæ rzêdu oko³o 1019 iteracji, choæ wiel-
koœæ tego wyk³adnika mo¿e byæ ró¿na w zale¿noœci od tego, jak zmienia siê ce-
cha liczby w zapisie zmiennopozycyjnym podczas iteracji.

Liczba 1019 iteracji w du¿ym stopniu przekracza mo¿liwoœci techniczne
wspó³czesnych komputerów, zarówno pod wzglêdem czasu trwania obliczeñ, jak
i pojemnoœci pamiêci niezbêdnej do zapisania wyników symulacji. Orbity o tak
d³ugim okresie s¹ dla eksperymentatora nieodró¿nialne od trajektorii nieokreso-
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wych. W rzeczywistoœci nale¿y spodziewaæ siê jednowymiarowych orbit okreso-
wych krótszych ni¿ 1019 iteracji, spoœród bowiem wszystkich 264 dopuszczalnych
wartoœci wiele punktów mo¿e byæ zajêtych przez orbity o krótszym okresie.

Wprowadzenie dwóch lub wiêkszej liczby wymiarów do przestrzeni fazowej
modelowanego systemu zwiêksza wyk³adniczo liczbê mo¿liwych stanów, a co za
tym idzie maksymaln¹ d³ugoœæ orbit okresowych. Przy stosunkowo niedu¿ej pre-
cyzji zapisu liczb (19 cyfr dziesiêtnych w przypadku typu long double), wprowa-
dzaj¹c wiele zmiennych stanu ³atwo mo¿na przekroczyæ najbardziej podstawowe
ograniczenia czasu trwania obliczeñ niezbêdnych do powrotu trajektorii do punk-
tu pocz¹tkowego. Dla 10 zmiennych wyliczenie bez powtórzeñ wszystkich mo¿li-
wych stanów systemu musia³oby zaj¹æ ponad 3�10172 lat przy szybkoœci obliczeñ
1012 iteracji na sekundê.

7. Podsumowanie

Bogactwo zachowañ F-systemów tworzonych za pomoc¹ komputerów stwarza
istotny problem natury praktycznej: w jaki sposób rozpoznaæ i zmierzyæ takie ce-
chy, jak ergodycznoœæ lub mieszanie, w systemie, którego zachowanie mo¿na po-
znaæ jedynie w bardzo ograniczonym zakresie, zaœ iterowane przekszta³cenie po-
zostaje nieznane. System tego rodzaju mo¿na porównaæ do automatu w postaci
czarnej skrzynki zapisuj¹cej na papierowej wstêdze pewne liczby. Zadaniem ba-
dacza w tej analogii jest ocena, jak bardzo chaotyczny jest ci¹g liczb zapisywany
przez automat, przy czym z góry wiadome jest, ¿e ci¹g ten powtarza siê okreso-
wo, choæ powtórzenie mo¿e nie nast¹piæ w czasie ca³ego ¿ycia badacza.

Z perspektywy badañ bardzo z³o¿onych F-systemów przydatne by³oby zatem
opracowanie narzêdzi pozwalaj¹cych na ocenê chaotycznych w³asnoœci takich
systemów przy uwzglêdnieniu ograniczeñ towarzysz¹cych eksperymentom kom-
puterowym. Czas trwania obliczeñ mo¿e z jednej strony nie dopuœciæ do ujawnie-
nia siê pewnych cech, takich jak d³ugoœæ okresu trajektorii, z drugiej strony mo¿e
nie pozwoliæ na powtórzenie obserwacji dla wielu trajektorii rozpoczynaj¹cych
siê w ró¿nych punktach. Ocena chaotycznych w³asnoœci F-systemów wymaga te¿
wziêcia pod uwagê iloœciowej natury owych w³asnoœci i wprowadzenia pewnej
miary chaosu, zachowania F-systemów mog¹ bowiem zajmowaæ ró¿ne miejsca na
ci¹g³ej skali pomiêdzy porz¹dkiem a chaosem. Wskazane tu zagadnienia stanowiæ
mog¹ interesuj¹cy przedmiot przysz³ych prac badawczych.
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