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Obliczeniowe aspekty modelowania
systemów chaotycznych

Wprowadzenie

Badanie dynamiki systemów z chaosem deterministycznym prowadzone jest
zwykle przy istotnym wykorzystaniu elektronicznej techniki obliczeniowej i ma
najczêœciej formê komputerowych eksperymentów symulacyjnych. W³aœciwie za-
projektowane i utworzone oprogramowanie komputerowe pozwala w wygodny
sposób generowaæ wymaganej d³ugoœci szeregi czasowe, które stanowi¹ wynik
obserwacji modelu matematycznego badanego systemu dynamicznego. Komputer
wraz ze stosownym oprogramowaniem s³u¿yæ mo¿e równie¿ do wykonywania
obliczeñ w fazie analizy rezultatów rejestrowanych podczas przebiegu ekspery-
mentu symulacyjnego. Zasoby systemu komputerowego i ich wykorzystanie
w du¿ym stopniu wp³ywaj¹ na kszta³t formu³owanych wniosków i hipotez nauko-
wych stanowi¹cych w wiêkszoœci przypadków g³ówny cel prowadzonych ekspe-
rymentów. Od jakoœci wykonywanych obliczeñ komputerowych zale¿¹ w znacz-
nej mierze kierunki planowanych dalszych badañ naukowych, a niejednokrotnie
równie¿ podejmowane ustalenia aplikacyjne. Du¿e znaczenie ma tak¿e efektyw-
noœæ wykorzystywanych metod obliczeniowych przejawiaj¹ca silny wp³yw na
czas potrzebny do realizacji zaplanowanych eksperymentów symulacyjnych.

Pojêcie chaosu deterministycznego ³¹czy w sobie dwa przeciwstawne niejako
terminy: chaos i determinizm. Okreœlenia te intuicyjnie rozumiane jako przeciw-
stawne [I. Stewart 1996; J. Gleick 1996] ³¹cz¹ siê jednak harmonijnie w opisie
zachowania siê szerokiej klasy systemów dynamicznych. Chaos i determinizm
prezentuj¹ dwa ró¿ne aspekty dynamiki badanego systemu przedmiotowego. Ce-
cha determinizmu wi¹¿e siê z mo¿liwoœci¹ w pe³ni jednoznacznego wyznaczenia
przysz³ego stanu systemu na podstawie znajomoœci jego stanu bie¿¹cego oraz sta-
nów poprzednich le¿¹cych na trajektorii ewolucji systemu w przestrzeni jego sta-
nów. Warto wspomnieæ, ¿e w nieco innym rozumieniu determinizm mo¿e ozna-
czaæ wy³¹cznie mo¿liwoœæ prognozowania przysz³ych stanów systemu, co ozna-
cza wyznaczanie prawdopodobieñstwa wyst¹pienia okreœlonych stanów, a nie
przewidywanie dok³adnego iloœciowo przysz³ego zachowania siê systemu. Takie
za³o¿enie badawcze jest powszechnie stosowane w analizie dynamiki systemów



ekonomicznych i innych systemów dynamicznych nale¿¹cych do klasy tzw. miêk-
kich systemów (np. systemy biologiczne, spo³eczne).

Generalnie nale¿y stwierdziæ, ¿e chaos pojawiaj¹cy siê w systemie dynamicz-
nym zwi¹zany jest z obserwowanymi w tym systemie przebiegami maj¹cymi zde-
cydowanie nieregularny charakter. Zmienne opisuj¹ce stan systemu chaotycznego
maj¹ postaæ szeregów czasowych o trudnym do przewidywania przebiegu ich
wartoœci. To przewidywanie staje siê coraz trudniejsze w miarê wyd³u¿ania
rozwa¿anego zakresu czasowego szeregu [G. L. Baker, J. P. Gollub 1998; E. Ott
1997; H. G. Schuster 1995]. Opisywana nieprzewidywalnoœæ systemów chaotycz-
nych wynika z ich bardzo du¿ej wra¿liwoœci na warunki pocz¹tkowe, czego ob-
serwowanym efektem jest zbli¿anie siê i oddalanie w przestrzeni stanów systemu
dwóch trajektorii systemu, maj¹cych dowolnie blisko po³o¿one punkty startowe.
Nale¿y przy tym pamiêtaæ, ¿e zachowanie siê systemu chaotycznego pozostaje
ca³kowicie zdeterminowane, co oznacza pe³n¹ przewidywalnoœæ dynamiki syste-
mu w krótkich odcinkach czasu.

Warunkiem koniecznym wyst¹pienia zachowania chaotycznego w systemie dy-
namicznym jest nieliniowoœæ tego systemu. Model matematyczny systemu nieli-
niowego nie poddaje siê ³atwo badaniu metodami analitycznymi. Powszechnie
stosowanym wyjœciem z takiej sytuacji jest linearyzacja modelu. Wiêkszoœæ rze-
czywistych systemów, które stanowi¹ przedmiot badañ, jest w ró¿nym stopniu
nieliniowa i ze wzglêdu na ograniczone mo¿liwoœci metod analitycznych ich mo-
dele matematyczne, maj¹ce zwykle postaæ uk³adu równañ ró¿niczkowych, podda-
wane s¹ wspomnianej procedurze linearyzacji. Eksperymenty symulacyjne pozwa-
laj¹ na znajdowanie rozwi¹zania równañ ró¿niczkowych modelu matematycznego
metodami iteracyjnymi. Wymaga to wczeœniejszego przekszta³cenia modelu do
postaci równañ ró¿nicowych. Ich rozwi¹zywanie metodami numerycznymi
zwi¹zane jest z problemem stabilnoœci komputerowych obliczeñ. W pracy tej roz-
wa¿ane s¹ pewne zagadnienia dotycz¹ce wspomnianej stabilnoœci obliczeñ nume-
rycznych, które od strony aplikacyjnej stanowi¹ istotê przeprowadzanych ekspery-
mentów komputerowych z modelami matematycznymi systemów chaotycznych.

1. Proste odwzorowania generuj¹ce chaos

Sprowadzanie uk³adu równañ ró¿niczkowych do postaci adekwatnego uk³adu
równañ ró¿nicowych prowadzi do skonstruowania modelu matematycznego z³o-
¿onego z pewnych formu³ maj¹cych charakter iteracyjny. Formu³y te z natury
swojej generuj¹ wartoœci szeregu czasowego, który reprezentuje wybran¹ zmienn¹
badanego modelu. Klasycznym ju¿ przyk³adem modelu systemu dynamicznego
generuj¹cego chaos jest odwzorowanie kwadratowe [I. Stewart 1996], maj¹ce po-
staæ nastêpuj¹cej formu³y iteracyjnej:

x xt t� � �1
22 1 (1)
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Funkcja kwadratowa wystêpuj¹ca w równaniu (1) z natury swojej nieliniowa
wprowadza do modelu matematycznego nieliniowoœci warunkuj¹ce wyst¹pienie
zjawisk chaosu. O tym, ¿e generowany równaniem (1) szereg czasowy reprezen-
tuje chaos deterministyczny mo¿na siê przekonaæ wybieraj¹c w sposób w du¿ej
mierze arbitralny pewn¹ wartoœæ pocz¹tkow¹ x0 dla zmiennej x w pocz¹tkowej
chwili czasu t = 0, która stanowi pocz¹tkowy moment komputerowego ekspery-
mentu symulacyjnego z naszym prostym modelem systemu dynamicznego.
W dalszej kolejnoœci wielokrotnie stosujemy odwzorowanie (1) do sukcesywnego
generowania wartoœci zmiennej x. Po osi¹gniêciu za³o¿onego wczeœniej horyzontu
symulowanego czasu uzyskujemy, jako rezultat symulacji, szereg czasowy opi-
suj¹cy zachowanie siê systemu w dyskretnych momentach czasu.

Wyniki dokonanej symulacji w postaci wykresu fragmentu szeregu czasowego
wygenerowanego przez formu³ê (1) przedstawione zosta³y na rysunku 1. Nawet
pobie¿na analiza przedstawionego wykresu wskazuje na wystêpowanie w otrzy-
manym szeregu czasowym znacznych nieregularnoœci dotycz¹cych kszta³tu
w przebiegu obserwowanej zmiennej x rozwa¿anego modelu. Wykonany ekspery-
ment symulacyjny mo¿emy wielokrotnie powtarzaæ wybieraj¹c za ka¿dym razem
inn¹ wartoœæ pocz¹tkow¹ x0. Uzyskiwane kolejno szeregi czasowe maj¹ ka¿dora-
zowo inny przebieg wartoœci i wykazuj¹ pod wzglêdem kszta³tu odpowiadaj¹cych
im wykresów ca³kowity brak podobieñstwa. Wynika to ze wspomnianej wczeœniej
du¿ej wra¿liwoœci systemów chaotycznych reprezentowanych przez swoje modele
matematyczne na warunki pocz¹tkowe. £atwo jest siê o tym przekonaæ powta-
rzaj¹c procedurê iterowania odwzorowania (1) dla wartoœci pocz¹tkowej niewiele
ró¿ni¹cej siê od poprzednio wybranej wartoœci. Zwiêkszaj¹c nieznacznie wartoœæ
pocz¹tkow¹ x0 poprzez dodanie sk³adnika 10–15 uzyskujemy szereg czasowy
przedstawiony w postaci wykresu na rysunku 2. Porównuj¹c otrzymane wykresy
stwierdzamy zdecydowanie inny kszta³t przebiegu szeregu czasowego w obydwu
przypadkach.
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Wykres zmiennej x o wartoœciach generowanych przez odwzorowanie kwadratowe (1)



2. Precyzja komputerowo realizowanych obliczeñ numerycznych

Obliczenia numeryczne realizowane przy wykorzystaniu systemu komputero-
wego podlegaj¹ pewnym istotnym ograniczeniom dotycz¹cym dok³adnoœci wyko-
nywanych przez komputer operacji arytmetycznych. Przyczyny wspomnianych
ograniczeñ zwi¹zane s¹ w g³ównej mierze ze sprzêtem komputerowym oraz wy-
korzystywanym oprogramowaniem. Jednym z tych czynników jest d³ugoœæ reje-
strów arytmetycznych procesora i innych elementów architektury sprzêtowej
komputera. Drugim czynnikiem wyznaczaj¹cym dok³adnoœæ obliczeñ w systemie
komputerowym jest specyfika oprogramowania, które wykorzystywane jest do
obliczeñ. Dok³adnoœæ realizowanych przez program obliczeñ mo¿e byæ w znacz-
nym stopniu zwiêkszona w stosunku do standardowej dok³adnoœci obliczeniowej
w³aœciwej dla u¿ywanego sprzêtu. Mo¿na to osi¹gn¹æ poprzez programow¹ reali-
zacjê obliczeñ zwielokrotnionej precyzji. Jednak cen¹ za wiêksz¹ dok³adnoœæ jest
w tym przypadku adekwatne wyd³u¿enie czasu potrzebnego do wykonania obli-
czeñ.

Interesuj¹cym (zarówno z teoretycznego, jak i praktycznego punktu widzenia)
zagadnieniem jest zbadanie wp³ywu dok³adnoœci wykonywanych w systemie
komputerowym obliczeñ numerycznych, zwi¹zanych z generowaniem przez roz-
patrywany model systemu dynamicznego szeregów czasowych, na zachowania
chaotyczne tego modelu. Przeprowadzenie odpowiedniego eksperymentu symula-
cyjnego powinno zostaæ poprzedzone analiz¹ wp³ywu zaokr¹gleñ dokonywanych
w procesie obliczeniowym na koñcowe rezultaty symulacji.
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Przeprowadzaj¹c eksperyment symulacyjny z modelem (1) zmiennej wystê-
puj¹cej w tym modelu nadajemy pewn¹ wartoœæ pocz¹tkow¹, któr¹ standardowo
reprezentuje n-cyfrowy zapis dziesiêtny. Ka¿da operacja mno¿enia zwiêksza o n

liczbê cyfr rezultatu tej operacji. Wykonuj¹c kolejne iteracje formu³y (1) obser-
wujemy szybkie zwiêkszanie siê d³ugoœci czêœci u³amkowej wartoœci zmiennej
rozpatrywanego modelu. Powszechnie stosowanym w systemach komputerowych

Obliczeniowe aspekty modelowania systemów chaotycznych 185

0.5

1.0

R y s u n e k 3

Wp³yw dok³adnoœci obliczeñ, odwzorowanie xt+1 = 2xt
2 – 1, x0 = 0,3478500, dok³adnoœæ obliczeñ

7 cyfr dziesiêtnych

-0.5

0.0

0.5

1.0

R y s u n e k 4

Wp³yw dok³adnoœci obliczeñ, odwzorowanie xt+1 = 2xt
2 – 1, x0 = 0,3478500, dok³adnoœæ obliczeñ

6 cyfr dziesiêtnych

-0.5

0.0

0.5

1.0

R y s u n e k 5

Wp³yw dok³adnoœci obliczeñ, odwzorowanie xt+1 = 2xt
2 – 1, x0 = 0,3478500, dok³adnoœæ obliczeñ

5 cyfr dziesiêtnych



ograniczeniem precyzji obliczeñ jest zaokr¹glanie rezultatu wykonanej operacji
arytmetycznej zgodnie z przyjêt¹ dok³adnoœci¹ obliczeñ.

Powtarzaj¹c kilkakrotnie obliczenia symulacyjne zaobserwowaæ mo¿emy
wp³yw dok³adnoœci wykonywanych obliczeñ na rezultaty eksperymentów w po-
staci generowanych przez model (1) szeregów czasowych. Przed rozpoczêciem
eksperymentu wybieramy wartoœæ pocz¹tkow¹ x0 = 0,3478500 i ustalamy jedno-
czeœnie dok³adnoœæ prowadzonych obliczeñ na 7 cyfr czêœci u³amkowej wartoœci
zmiennej xt. Wyniki obliczeñ przedstawione zosta³y na rysunku 3. Na podstawie
zamieszczonego wykresu stwierdziæ mo¿emy wystêpowanie zachowania o cha-
rakterze chaotycznym. Powtarzaj¹c wykonane obliczenia przy zachowanych po-
przednich warunkach oraz zmniejszonej jedynie dok³adnoœci operacji arytmetycz-
nych do 6 cyfr, a nastêpnie do 5 cyfr, obserwujemy (rysunki 4 i 5) skrócenie od-
cinków o charakterze chaotycznym w przebiegu zmiennej xt. Dalsze zachowanie
obserwowanej zmiennej cechuje stabilizacja maj¹ca formê szeregu o sta³ych war-
toœciach równych 1.

W miarê zmniejszania dok³adnoœci obliczeñ wykonywanych w trakcie ekspery-
mentu komputerowego obserwujemy stopniowe przechodzenie badanego modelu
matematycznego od zachowania chaotycznego do zachowania o wiêkszym stop-
niu regularnoœci. W³asnoœæ tê widaæ wyraŸnie na rysunku 6, które prezentuje sze-
reg czasowy generowany przez odwzorowanie (1) dla wartoœci pocz¹tkowej
x0=0,3 przy ustalonej jednocyfrowej dok³adnoœci wykonywanych komputerowo
obliczeñ numerycznych.

Analizuj¹c proces obliczeniowy, który prowadzony jest z kontrolowan¹ reduk-
cj¹ precyzji wykonywanych operacji arytmetycznych (co mo¿na w prosty sposób
uzyskaæ programowo za pomoc¹ odpowiednich procedur komputerowych za-
okr¹glaj¹cych rezultaty operacji numerycznych), ³atwo zauwa¿amy mechanizm
pojawiania siê regularnoœci w szeregu czasowym generowanym przez rozwa¿any
model systemu chaotycznego. Zmienna xt generowana przez odwzorowanie (1)
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przy za³o¿eniu jednocyfrowej dok³adnoœci mo¿e przyjmowaæ jedynie wartoœci ze
skoñczonego zbioru, który w punkcie startowym ma postaæ {–1,0; –0,9; –0,8;
–0,7; –0,5; –0,3; 0,0; 0,3; 0,6; 1,0}. W kolejnych iteracjach zbiór mo¿liwych
wartoœci zmiennej xt zostaje zredukowany do czteroelementowego zbioru {–0,8;
–0,5; 0,3; 1,0}. Zbiory wartoœci tej zmiennej w kolejnych krokach obliczeñ
przedstawione zosta³y w poszczególnych kolumnach tabeli 1. Koñcowy zbiór
{–0,8; –0,5; 0,3; 1,0} uzyskany w pi¹tym kroku prowadzi do generowania dwóch
sta³ych szeregów czasowych o wartoœciach 1,0 oraz –0,5 lub szeregu stano-
wi¹cego cykl d³ugoœci 2 o wartoœciach –0,8 i 0,3.
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T a b e l a 1

Zbiory mo¿liwych wartoœci szeregu czasowego generowanych w kolejnych krokach iteracji przy
dok³adnoœci jednocyfrowej

Start Krok 1 Krok 2 Krok 3 Krok 4 Krok 5

–1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0

–0,9 0,6 –0,3 –0,8 0,3 –0,8

–0,8 0,3 –0,8 0,3 –0,8 0,3

–0,7 0,0 –1,0 1,0

–0,6 –0,3 –0,8

–0,5 –0,5 –0,5 –0.5 –0,5 –0,5

–0,4 –0,7 0,0 –1,0 1,0

–0,3 –0,8 0,3 –0,8

–0,2 –0,9 0,6 –0,3 –0,8

–0,1 –1,0 1,0

0,0 –1,0

0,1 –1,0

0,2 –0,9

0,3 –0,8

0,4 –0,7

0,5 –0,5

0,6 –0,3

0,7 0,0

0,8 0,3

0,9 0,6

1,0 1,0



Analogiczna sytuacja wystêpuje w przypadku prowadzenia obliczeñ z dok³ad-
noœci¹ do dwóch cyfr dziesiêtnych. Zmienna xt generowana przez to samo od-
wzorowanie (1) mo¿e przyjmowaæ wartoœci ze skoñczonego zbioru, który w mo-
mencie startowym liczy 201 elementów {–1,00; –0,99; 0,98; –0,97;...... 0,97;
0,98; 0,99; 1,00}. Kolejne kroki iteracji redukuj¹ zbiór mo¿liwych wartoœci
zmiennej xt. W kroku 12 obejmuje on jedynie 24 elementy {–0,99; –0,97; –0,90;
–0,89; –0,81; –0,78; –0,68; –0,66; –0,50; –0,40; –0,33; –0,23; –0,13; –0,08; 0,22;
0,31; 0,41; 0,55; 0,58; 0,62; 0,84; 0,88; 0,96; 1.00}. Od kroku 13 ka¿dy genero-
wany szereg czasowy staje siê cykliczny. Najd³u¿szy cykl ma d³ugoœæ 12 kroków.
S¹ jednak cykle krótsze. Dok³adniejsza analiza wskazuje na wystêpowanie dodat-
kowo cyklu d³ugoœci 8 oraz 2 kroków, a tak¿e dwóch ró¿nych szeregów o sta³ych
wartoœciach, co odpowiada cyklom o d³ugoœci 1. Omówione w³asnoœci przedsta-
wia tabela 2.

Zauwa¿my, ¿e w obydwu analizowanych przypadkach (przy generowaniu sze-
regów czasowych z jednocyfrow¹ i dwucyfrow¹ dok³adnoœci¹) wystêpuj¹ sta³e
szeregi o wartoœciach –0,5 oraz 1,0. Dodatkowe podobieñstwo dotyczy szeregów
z cyklem d³ugoœci 2 o wartoœciach odpowiednio –0,8 i 0,3 dla przypadku dok³ad-
noœci jednocyfrowej oraz –0,81 i 0,31 dla przypadku dok³adnoœci dwucyfrowej.

W podobny sposób mo¿na poddaæ analizie proces generowania szeregów cza-
sowych za pomoc¹ odwzorowania (1), zak³adaj¹c ka¿dorazowo inn¹ dok³adnoœæ
wykonywanych obliczeñ. £atwo przewidzieæ, ¿e otrzymamy podobne rezultaty
wskazuj¹ce na wystêpowanie cyklicznoœci w uzyskiwanych szeregach czasowych.
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D³ugoœæ cyklu 1 D³ugoœæ cyklu 1 D³ugoœæ cyklu 2 D³ugoœæ cyklu 8 D³ugoœæ cyklu 12

–0,50 1,00 –0,81 –0,90 –0,99
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T a b e l a 2

Ci¹gi wartoœci stanowi¹ce cykle przy dok³adnoœci dwucyfrowej



Przy dok³adnoœci prowadzonych obliczeñ wynosz¹cej n cyfr dziesiêtnych, maksy-
malna d³ugoœæ cyklu dmax(n) ograniczona jest od góry zale¿noœci¹:

d n n

max ( ) � 
 �2 10 1 (2)

Interesuj¹cym zagadnieniem by³oby bardziej szczegó³owe zbadanie, jakie cykle
pojawiaj¹ siê w szeregach czasowych generowanych przez odwzorowanie (1)
przy zmieniaj¹cej siê dok³adnoœci obliczeñ.

Podsumowuj¹c nasze rozwa¿ania dotycz¹ce rozpatrywanych modeli systemów
chaotycznych sformu³owaæ mo¿na ogólny wniosek o braku ostrej i wyraŸnej gra-
nicy pomiêdzy zachowaniem chaotycznym i zachowaniem regularnym. Trudno
bowiem za chaotyczne uznaæ zachowanie systemu opisywane szeregiem czaso-
wym przedstawionym na rysunku 6, ilustruj¹cym wyniki jednocyfrowej dok³ad-
noœci obliczeñ. W miarê zwiêkszania dok³adnoœci obliczeñ odcinek szeregu cza-
sowego z zachowaniem chaotycznym wyd³u¿a siê. Wyd³u¿aj¹ siê równie¿ cykle
obserwowane w szeregu czasowym.

Zakoñczenie

Standardow¹ dok³adnoœci¹ obliczeniow¹ wiêkszoœci programów komputero-
wych jest 15 cyfr dziesiêtnych. Uwzglêdniaj¹c zale¿noœæ (2) mo¿emy stwierdziæ,
¿e ka¿dy komputerowo generowany szereg czasowy (przez deterministyczne od-
wzorowanie) jest szeregiem cyklicznym, przy czym oczywiœcie d³ugoœæ wystê-
puj¹cego cyklu mo¿e byæ w ogólnym przypadku bardzo du¿a. Cykl o d³ugoœci
1013 lub wiêkszej mo¿e byæ traktowany jako praktycznie nieskoñczony w przy-
padku analizy komputerowej. W wiêkszoœci komputerów nie jest mo¿liwe prze-
chowanie wspomnianej iloœci liczb w pamiêci komputera. Nie jest równie¿ ze
wzglêdów czasowych mo¿liwe realne wykonanie w trybie sekwencyjnym obli-
czeñ niezbêdnych do uzyskania zbioru 1013 wartoœci liczbowych. Warunkiem ob-
serwowania i badania przebiegów chaotycznych w modelu systemu dynamiczne-
go jest mo¿liwoœæ wykonywania obliczeñ z wystarczaj¹co du¿¹ dok³adnoœci¹.
Warunki takie mo¿e zapewniæ nowa i odpowiednio wykorzystana technika kom-
puterowa.
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