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Obliczeniowe aspekty modelowania
systeméw chaotycznych

Wprowadzenie

Badanie dynamiki systeméw z chaosem deterministycznym prowadzone jest
zwykle przy istotnym wykorzystaniu elektronicznej techniki obliczeniowej i ma
najczesciej] forme komputerowych eksperymentéw symulacyjnych. Wtasciwie za-
projektowane i utworzone oprogramowanie komputerowe pozwala w wygodny
sposob generowa¢ wymaganej dlugosci szeregi czasowe, ktore stanowig wynik
obserwacji modelu matematycznego badanego systemu dynamicznego. Komputer
wraz ze stosownym oprogramowaniem stuzy¢ moze réwniez do wykonywania
obliczen w fazie analizy rezultatow rejestrowanych podczas przebiegu ekspery-
mentu symulacyjnego. Zasoby systemu komputerowego i ich wykorzystanie
w duzym stopniu wplywajg na ksztatt formutowanych wnioskéw 1 hipotez nauko-
wych stanowigcych w wigkszosci przypadkow gtéwny cel prowadzonych ekspe-
rymentow. Od jakosci wykonywanych obliczen komputerowych zaleza w znacz-
nej mierze kierunki planowanych dalszych badan naukowych, a niejednokrotnie
rowniez podejmowane ustalenia aplikacyjne. Duze znaczenie ma takze efektyw-
no$¢ wykorzystywanych metod obliczeniowych przejawiajaca silny wplyw na
czas potrzebny do realizacji zaplanowanych eksperymentow symulacyjnych.

Pojecie chaosu deterministycznego taczy w sobie dwa przeciwstawne niejako
terminy: chaos i determinizm. Okre$lenia te intuicyjnie rozumiane jako przeciw-
stawne [I. Stewart 1996; J. Gleick 1996] facza si¢ jednak harmonijnie w opisie
zachowania si¢ szerokiej klasy systemdw dynamicznych. Chaos i determinizm
prezentuja dwa rozne aspekty dynamiki badanego systemu przedmiotowego. Ce-
cha determinizmu wigze si¢ z mozliwosciag w pelni jednoznacznego wyznaczenia
przysztego stanu systemu na podstawie znajomos$ci jego stanu biezacego oraz sta-
néw poprzednich lezacych na trajektorii ewolucji systemu w przestrzeni jego sta-
néw. Warto wspomnieé, ze w nieco innym rozumieniu determinizm moze ozna-
cza¢ wytacznie mozliwo$¢ prognozowania przysztych stanow systemu, co ozna-
cza wyznaczanie prawdopodobienistwa wystgpienia okreslonych standéw, a nie
przewidywanie dokladnego ilo$ciowo przysziego zachowania si¢ systemu. Takie
zatozenie badawcze jest powszechnie stosowane w analizie dynamiki systemow
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ekonomicznych i innych systemow dynamicznych nalezacych do klasy tzw. migk-
kich systeméw (np. systemy biologiczne, spoteczne).

Generalnie nalezy stwierdzi¢, ze chaos pojawiajacy si¢ w systemie dynamicz-
nym zwigzany jest z obserwowanymi w tym systemie przebiegami majacymi zde-
cydowanie nieregularny charakter. Zmienne opisujace stan systemu chaotycznego
maja posta¢ szeregéw czasowych o trudnym do przewidywania przebiegu ich
warto$ci. To przewidywanie staje si¢ coraz trudniejsze w miar¢ wydtuzania
rozwazanego zakresu czasowego szeregu [G. L. Baker, J. P. Gollub 1998; E. Ott
1997; H. G. Schuster 1995]. Opisywana nieprzewidywalno$¢ systemow chaotycz-
nych wynika z ich bardzo duzej wrazliwosci na warunki poczatkowe, czego ob-
serwowanym efektem jest zblizanie si¢ i oddalanie w przestrzeni standw systemu
dwoch trajektorii systemu, majacych dowolnie blisko potozone punkty startowe.
Nalezy przy tym pamietaé, ze zachowanie si¢ systemu chaotycznego pozostaje
catkowicie zdeterminowane, co oznacza pelng przewidywalno$¢ dynamiki syste-
mu w krotkich odcinkach czasu.

Warunkiem koniecznym wystapienia zachowania chaotycznego w systemie dy-
namicznym jest nieliniowos$¢ tego systemu. Model matematyczny systemu nieli-
niowego nie poddaje si¢ tatwo badaniu metodami analitycznymi. Powszechnie
stosowanym wyjsciem z takiej sytuacji jest linearyzacja modelu. Wigkszo$¢ rze-
czywistych systeméw, ktore stanowig przedmiot badan, jest w réoznym stopniu
nieliniowa i ze wzglgdu na ograniczone mozliwosci metod analitycznych ich mo-
dele matematyczne, majace zwykle posta¢ uktadu réwnan rézniczkowych, podda-
wane sg wspomnianej procedurze linearyzacji. Eksperymenty symulacyjne pozwa-
laja na znajdowanie rozwigzania réwnan rézniczkowych modelu matematycznego
metodami iteracyjnymi. Wymaga to wczesniejszego przeksztalcenia modelu do
postaci rownan rdéznicowych. Ich rozwigzywanie metodami numerycznymi
zwigzane jest z problemem stabilnosci komputerowych obliczen. W pracy tej roz-
wazane sg pewne zagadnienia dotyczace wspomnianej stabilnosci obliczen nume-
rycznych, ktére od strony aplikacyjnej stanowig istot¢ przeprowadzanych ekspery-
mentéw komputerowych z modelami matematycznymi systemow chaotycznych.

1. Proste odwzorowania generujace chaos

Sprowadzanie uktadu rownan rozniczkowych do postaci adekwatnego uktadu
rownan réznicowych prowadzi do skonstruowania modelu matematycznego zto-
zonego z pewnych formut majacych charakter iteracyjny. Formuly te z natury
swojej generujg wartosci szeregu czasowego, ktory reprezentuje wybrang zmienng
badanego modelu. Klasycznym juz przykltadem modelu systemu dynamicznego
generujacego chaos jest odwzorowanie kwadratowe [I. Stewart 1996], majace po-
sta¢ nastepujacej formuly iteracyjne;j:

x,,, =2x —1 (1)

t+
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Rysunek 1

Wykres zmiennej x o warto$ciach generowanych przez odwzorowanie kwadratowe (1)

1.0 q
0.8 1
0.6

: i
=(i

-0.6 4

-0.8 4

-1.0-

Funkcja kwadratowa wystepujaca w rownaniu (1) z natury swojej nieliniowa
wprowadza do modelu matematycznego nieliniowo$ci warunkujace wystapienie
zjawisk chaosu. O tym, ze generowany rownaniem (1) szereg czasowy reprezen-
tuje chaos deterministyczny mozna si¢ przekona¢ wybierajac w sposob w duzej
mierze arbitralny pewng warto$¢ poczatkowa xo dla zmiennej x w poczatkowej
chwili czasu ¢t = 0, ktora stanowi poczatkowy moment komputerowego ekspery-
mentu symulacyjnego z naszym prostym modelem systemu dynamicznego.
W dalszej kolejnosci wielokrotnie stosujemy odwzorowanie (1) do sukcesywnego
generowania warto§ci zmiennej x. Po osiagnigciu zalozonego wczesniej horyzontu
symulowanego czasu uzyskujemy, jako rezultat symulacji, szereg czasowy opi-
sujacy zachowanie si¢ systemu w dyskretnych momentach czasu.

Wyniki dokonanej symulacji w postaci wykresu fragmentu szeregu czasowego
wygenerowanego przez formule (1) przedstawione zostaly na rysunku 1. Nawet
pobiezna analiza przedstawionego wykresu wskazuje na wystgpowanie w otrzy-
manym szeregu czasowym znacznych nieregularnosci dotyczacych ksztalttu
w przebiegu obserwowanej zmiennej x rozwazanego modelu. Wykonany ekspery-
ment symulacyjny mozemy wielokrotnie powtarzaé wybierajac za kazdym razem
inng warto$¢ poczatkowa xo. Uzyskiwane kolejno szeregi czasowe maja kazdora-
zowo inny przebieg wartosci i wykazuja pod wzgledem ksztattu odpowiadajacych
im wykresow catkowity brak podobienstwa. Wynika to ze wspomnianej wczesniej
duzej wrazliwosci systemow chaotycznych reprezentowanych przez swoje modele
matematyczne na warunki poczatkowe. Latwo jest si¢ o tym przekona¢ powta-
rzajac procedur¢ iterowania odwzorowania (1) dla warto$ci poczatkowej niewiele
roznigcej si¢ od poprzednio wybranej warto$ci. Zwigkszajac nieznacznie warto$§¢
poczatkowa xo poprzez dodanie sktadnika 107" uzyskujemy szereg czasowy
przedstawiony w postaci wykresu na rysunku 2. Porownujac otrzymane wykresy
stwierdzamy zdecydowanie inny ksztalt przebiegu szeregu czasowego w obydwu
przypadkach.
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Rysunek 2

Zmiana ksztattu wykresu zmiennej x o warto$ciach generowanych przez odwzorowanie kwadratowe
(1) po nieznacznym powigkszeniu wartosci poczatkowej o 107"
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2. Precyzja komputerowo realizowanych obliczert numerycznych

Obliczenia numeryczne realizowane przy wykorzystaniu systemu komputero-
wego podlegaja pewnym istotnym ograniczeniom dotyczacym doktadnosci wyko-
nywanych przez komputer operacji arytmetycznych. Przyczyny wspomnianych
ograniczen zwigzane sg w gtownej mierze ze sprzetem komputerowym oraz wy-
korzystywanym oprogramowaniem. Jednym z tych czynnikow jest dtugosc reje-
strow arytmetycznych procesora i innych elementéw architektury sprzgtowej
komputera. Drugim czynnikiem wyznaczajacym doktadno$¢ obliczen w systemie
komputerowym jest specyfika oprogramowania, ktore wykorzystywane jest do
obliczen. Doktadno$¢ realizowanych przez program obliczen moze by¢ w znacz-
nym stopniu zwigkszona w stosunku do standardowej doktadnosci obliczeniowe;j
wiasciwej dla uzywanego sprzgtu. Mozna to osiggnaé poprzez programowsq reali-
zacj¢ obliczen zwielokrotnionej precyzji. Jednak ceng za wigksza doktadnosé jest
w tym przypadku adekwatne wydluzenie czasu potrzebnego do wykonania obli-
czen.

Interesujacym (zaréwno z teoretycznego, jak i praktycznego punktu widzenia)
zagadnieniem jest zbadanie wplywu dokladnosci wykonywanych w systemie
komputerowym obliczen numerycznych, zwigzanych z generowaniem przez roz-
patrywany model systemu dynamicznego szeregdw czasowych, na zachowania
chaotyczne tego modelu. Przeprowadzenie odpowiedniego eksperymentu symula-
cyjnego powinno zosta¢ poprzedzone analiza wptywu zaokraglen dokonywanych
w procesie obliczeniowym na koncowe rezultaty symulacji.
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Rysunek 3

Wplyw doktadnosci obliczen, odwzorowanie x+1 = 2x2 — 1, xo = 0,3478500, doktadnosé obliczen
7 cyfr dziesigtnych
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Rysunek 4

Wptyw doktadnosci obliczen, odwzorowanie x.; = 2x% — 1, xo = 0,3478500, doktadno$é¢ obliczefi
6 cyfr dziesigtnych
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Rysunek 5

Wptyw doktadno$ci obliczen, odwzorowanie x,.; = 2x2 — 1, xo = 0,3478500, dokladnosé¢ obliczen
5 cyfr dziesigtnych
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Przeprowadzajac eksperyment symulacyjny z modelem (1) zmiennej wyste-
pujacej w tym modelu nadajemy pewng warto$¢ poczatkows, ktorg standardowo
reprezentuje n-cyfrowy zapis dziesigtny. Kazda operacja mnozenia zwigksza o n
liczbe cyfr rezultatu tej operacji. Wykonujac kolejne iteracje formuty (1) obser-
wujemy szybkie zwickszanie si¢ dlugosci czgsci utamkowej warto$ci zmiennej
rozpatrywanego modelu. Powszechnie stosowanym w systemach komputerowych
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ograniczeniem precyzji obliczen jest zaokraglanie rezultatu wykonanej operacji
arytmetycznej zgodnie z przyjeta doktadnoscia obliczen.

Powtarzajac kilkakrotnie obliczenia symulacyjne zaobserwowaé mozemy
wplyw doktadnos$ci wykonywanych obliczen na rezultaty eksperymentéw w po-
staci generowanych przez model (1) szeregow czasowych. Przed rozpoczgciem
eksperymentu wybieramy warto$¢ poczatkowa xo = 0,3478500 i ustalamy jedno-
czesnie doktadnos$¢ prowadzonych obliczen na 7 cyfr czesci utamkowej warto$ci
zmiennej x,. Wyniki obliczen przedstawione zostaty na rysunku 3. Na podstawie
zamieszczonego wykresu stwierdzi¢ mozemy wystgpowanie zachowania o cha-
rakterze chaotycznym. Powtarzajac wykonane obliczenia przy zachowanych po-
przednich warunkach oraz zmniejszonej jedynie doktadnosci operacji arytmetycz-
nych do 6 cyfr, a nastgpnie do 5 cyfr, obserwujemy (rysunki 4 i 5) skrocenie od-
cinkdw o charakterze chaotycznym w przebiegu zmiennej x,. Dalsze zachowanie
obserwowanej zmiennej cechuje stabilizacja majaca form¢ szeregu o statych war-
tosciach réwnych 1.

Rysunek 6

Wplyw doktadnosci obliczen, odwzorowanie x,.; = 2x,2 — 1, x0=0,3, doktadnos$¢ obliczen 1 cyfra
dziesigtna, dtugos¢ cyklu 2
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W miar¢ zmniejszania doktadnos$ci obliczen wykonywanych w trakcie ekspery-
mentu komputerowego obserwujemy stopniowe przechodzenie badanego modelu
matematycznego od zachowania chaotycznego do zachowania o wigkszym stop-
niu regularno$ci. Wtasnos¢ t¢ wida¢ wyraznie na rysunku 6, ktore prezentuje sze-
reg czasowy generowany przez odwzorowanie (1) dla wartosci poczatkowej
x0=0,3 przy ustalonej jednocyfrowej doktadnosci wykonywanych komputerowo
obliczen numerycznych.

Analizujac proces obliczeniowy, ktory prowadzony jest z kontrolowang reduk-
cja precyzji wykonywanych operacji arytmetycznych (co mozna w prosty sposob
uzyska¢ programowo za pomocg odpowiednich procedur komputerowych za-
okraglajacych rezultaty operacji numerycznych), tatwo zauwazamy mechanizm
pojawiania si¢ regularno$ci w szeregu czasowym generowanym przez rozwazany
model systemu chaotycznego. Zmienna x, generowana przez odwzorowanie (1)
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przy zatozeniu jednocyfrowej doktadnos$ci moze przyjmowac jedynie wartosci ze
skoniczonego zbioru, ktory w punkcie startowym ma posta¢ {-1,0; —0,9; —0,8;
-0,7; -0,5; -0,3; 0,0; 0,3; 0,6; 1,0}. W kolejnych iteracjach zbior mozliwych
warto§ci zmiennej x; zostaje zredukowany do czteroelementowego zbioru {-0,8;
—-0,5; 0,3; 1,0}. Zbiory wartoéci tej zmiennej w kolejnych krokach obliczen
przedstawione zostaly w poszczegdlnych kolumnach tabeli 1. Koncowy zbidr
{-0,8; —0,5; 0,3; 1,0} uzyskany w piatym kroku prowadzi do generowania dwdch
statych szeregdw czasowych o wartosciach 1,0 oraz —0,5 lub szeregu stano-
wigcego cykl dtugosci 2 o wartosciach —0,8 i 0,3.

Tabela 1

Zbiory mozliwych wartosci szeregu czasowego generowanych w kolejnych krokach iteracji przy
doktadnosci jednocyfrowe;j

Start Krok 1 Krok 2 Krok 3 Krok 4 Krok 5
-1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0
-0,9 0,6 -0,3 -0,8 0,3 -0,8
0,8 0,3 0,8 0,3 0,8 0,3
-0,7 0,0 -1,0 1,0

—0,6 0,3 0,8

-0,5 -0,5 -0,5 -0.5 -0,5 -0,5
—0,4 0,7 0,0 -1,0 1,0

-0,3 -0,8 0,3 -0,8

0,2 0,9 0,6 -0,3 0,8

-0,1 -1,0 1,0

0,0 -1,0

0,1 -1,0

0,2 0,9

0,3 -0,8

0,4 0,7

0,5 0,5

0,6 0,3

0,7 0,0

0,8 0,3

0,9 0,6

1,0 1,0
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Analogiczna sytuacja wystgpuje w przypadku prowadzenia obliczen z doktad-
no$cig do dwoch cyfr dziesigtnych. Zmienna x, generowana przez to samo od-
wzorowanie (1) moze przyjmowac wartosci ze skonczonego zbioru, ktéry w mo-
mencie startowym liczy 201 elementow {-1,00; —0,99; 0,98; —0,97;...... 0,97;
0,98; 0,99; 1,00}. Kolejne kroki iteracji redukuja zbiér mozliwych warto$ci
zmiennej x,. W kroku 12 obejmuje on jedynie 24 elementy {-0,99; —0,97; —0,90;
-0,89; —0,81; —0,78; —0,68; —0,66; —0,50; —0,40; —0,33; —0,23; —0,13; —0,08; 0,22;
0,31; 0,41; 0,55; 0,58; 0,62; 0,84; 0,88; 0,96; 1.00}. Od kroku 13 kazdy genero-
wany szereg czasowy staje si¢ cykliczny. Najdtuzszy cykl ma dlugosé 12 krokow.
Sa jednak cykle krotsze. Doktadniejsza analiza wskazuje na wystepowanie dodat-
kowo cyklu dlugosci 8 oraz 2 krokow, a takze dwodch rédznych szeregdw o statych
warto$ciach, co odpowiada cyklom o dlugosci 1. Omowione wtasnosci przedsta-
wia tabela 2.

Tabela 2

Ciagi warto$ci stanowiace cykle przy doktadnosci dwucyfrowej

Dtugos$¢ cyklu 1 | Dlugos¢ cyklu 1 | Diugos¢ cyklu 2 | Dlugos¢ cyklu 8 | Dlugo$¢ cyklu 12
0,50 1,00 0,81 -0,90 -0,99
0,31 0,62 0,96
0,23 0,84
-0,89 0,41
0,58 —0,66
-0,33 0,13
-0,78 0,97
0,22 0,88
0,55
0,40
-0,68
—0,08

Zauwazmy, ze w obydwu analizowanych przypadkach (przy generowaniu sze-
regow czasowych z jednocyfrowa i dwucyfrowa doktadnoscia) wystepuja state
szeregi o warto$ciach —0,5 oraz 1,0. Dodatkowe podobienstwo dotyczy szeregdw
z cyklem dtugosci 2 o wartosciach odpowiednio —0,8 i 0,3 dla przypadku doktad-
nosci jednocyfrowej oraz —0,81 i 0,31 dla przypadku doktadnosci dwucyfrowe;j.

W podobny sposob mozna poddac analizie proces generowania szeregdw cza-
sowych za pomoca odwzorowania (1), zaktadajac kazdorazowo inng doktadnosé
wykonywanych obliczen. Latwo przewidzie¢, ze otrzymamy podobne rezultaty
wskazujace na wystgpowanie cyklicznosci w uzyskiwanych szeregach czasowych.
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Przy doktadnos$ci prowadzonych obliczen wynoszacej n cyfr dziesigtnych, maksy-
malna dtugo$é¢ cyklu dy..(n) ograniczona jest od goéry zaleznoscia:

d._(n)<2-10" +1 )

Interesujacym zagadnieniem bytoby bardziej szczegdtowe zbadanie, jakie cykle
pojawiaja si¢ w szeregach czasowych generowanych przez odwzorowanie (1)
przy zmieniajacej si¢ doktadnosci obliczen.

Podsumowujac nasze rozwazania dotyczace rozpatrywanych modeli systemow
chaotycznych sformutowaé¢ mozna ogdlny wniosek o braku ostrej i wyraznej gra-
nicy pomiedzy zachowaniem chaotycznym i zachowaniem regularnym. Trudno
bowiem za chaotyczne uzna¢ zachowanie systemu opisywane szeregiem czaso-
wym przedstawionym na rysunku 6, ilustrujacym wyniki jednocyfrowej doktad-
nosci obliczen. W miar¢ zwigkszania doktadnosci obliczen odcinek szeregu cza-
sowego z zachowaniem chaotycznym wydtuza si¢. Wydtuzaja si¢ réwniez cykle
obserwowane w szeregu czasowym.

Zakoriczenie

Standardowa doktadno$cig obliczeniowa wigkszosci programoéw komputero-
wych jest 15 cyfr dziesi¢tnych. Uwzgledniajac zalezno$¢ (2) mozemy stwierdzic,
ze kazdy komputerowo generowany szereg czasowy (przez deterministyczne od-
wzorowanie) jest szeregiem cyklicznym, przy czym oczywiscie dtugo$¢ wyste-
pujacego cyklu moze by¢ w ogoélnym przypadku bardzo duza. Cykl o dtugosci
10" lub wigkszej moze by¢ traktowany jako praktycznie nieskoniczony w przy-
padku analizy komputerowej. W wigkszosci komputerow nie jest mozliwe prze-
chowanie wspomnianej ilosci liczb w pamigci komputera. Nie jest rowniez ze
wzgledow czasowych mozliwe realne wykonanie w trybie sekwencyjnym obli-
czen niezbednych do uzyskania zbioru 10" wartosci liczbowych. Warunkiem ob-
serwowania i badania przebiegéw chaotycznych w modelu systemu dynamiczne-
go jest mozliwos¢ wykonywania obliczen z wystarczajaco duzg doktadnoscia.
Warunki takie moze zapewni¢ nowa i odpowiednio wykorzystana technika kom-
puterowa.
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