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Symulacyjne badanie stabilnoœci numerycznej
odcinkami liniowych modeli
systemów chaotycznych

Wstêp

W otaczaj¹cej nas rzeczywistoœci wiele systemów cechuje dynamika, w której
obserwowaæ mo¿na zachowania okreœlane mianem chaotycznych. Zjawiska te
wynikaj¹ ze specyficznego charakteru dynamiki wspomnianych systemów. Ozna-
czaj¹ one w g³ównej mierze wystêpowanie w analizowanym systemie (lub mode-
lu matematycznym tego systemu) przebiegów maj¹cych zdecydowanie nieregular-
ny kszta³t [E. Ott 1997; H. G. Schuster 1995]. Przebiegi te s¹ bardzo trudne do
przewidzenia w d³ugim okresie, przy czym zwiêkszenie d³ugoœci horyzontu cza-
sowego prognozy zachowania siê systemu zmniejsza radykalnie trafnoœæ tej pro-
gnozy. Termin chaos deterministyczny ³¹czy w sobie pe³ny determinizm doty-
cz¹cy dynamiki systemu, z którego wynika ca³kowita jednoznacznoœæ zachowania
siê systemu, z nieregularnymi przebiegami niektórych zmiennych stanu tego sys-
temu, co daje pozory zachowania losowego, z natury trudnego do przewidywania.

Jednym z koniecznych warunków wyst¹pienia zachowania chaotycznego
w systemie deterministycznym jest nieliniowoœæ relacji wystêpuj¹cych w tym sys-
temie. W systemach liniowych (gdzie reakcja na bodziec jest proporcjonalna do
tego bodŸca) nie obserwujemy zachowania chaotycznego. Zupe³nie inny charakter
maj¹ systemy nieliniowe. Ich dynamika pozwala obserwowaæ nag³e i nieoczeki-
wane zmiany stanu, które trudno jest badaæ w sposób analityczny. Powszechnie
dokonywana linearyzacja w celu uproszczenia modelu matematycznego badanego
systemu czêsto eliminuje z konstruowanego modelu najbardziej interesuj¹ce rela-
cje stanowi¹ce Ÿród³o jego chaotycznego zachowania. Postêpowanie takie mo¿e
w sposób istotny zniekszta³caæ modelowan¹ dynamikê systemu. G³ówne korzyœci
linearyzacji wi¹¿¹ siê z radykalnym uproszczeniem obliczeñ oraz mo¿liwoœci¹
formu³owania bezpoœrednich prostych wniosków dotycz¹cych zachowania siê sys-
temu.



1. Generowanie chaosu przez odwzorowanie odcinkami liniowe

Jednym z najprostszych odwzorowañ nieliniowych, które mog¹ generowaæ
przebiegi chaotyczne [H. G. Schuster 1995], jest odwzorowanie odcinkami linio-
we:

x xt t� �1 2 1mod (1)

gdzie zapis x mod 1 oznacza czêœæ u³amkow¹ liczby x dla x � 0.
Formu³a (1) stanowiæ mo¿e prosty model generuj¹cy szeregi czasowe wyka-

zuj¹ce zachowanie chaotyczne. Model ten poddamy eksperymentom symulacyj-
nym, w których analizowaæ bêdziemy generowane szeregi czasowe. Bardzo szyb-
ko zauwa¿amy, ¿e rezultaty iteracyjnego generowania szeregów czasowych przez
nasz prosty model w sposób znacz¹cy zale¿¹ od wykorzystywanych procedur nu-
merycznych. W naszym przypadku do obliczeñ wykorzystane zosta³o proste na-
rzêdzie w postaci programu MS Excel. W programie tym u¿ytkownik mo¿e
w du¿ym stopniu decydowaæ o stosowanej precyzji obliczeñ. Przeprowadzaj¹c
obliczenia bez ograniczania ich dok³adnoœci otrzymujemy rezultaty zaprezentowa-
ne w postaci wykresu czasowego pokazanego na rysunku 1.

Iteracyjny proces wyznaczania kolejnych wartoœci szeregu czasowego rozpo-
czynamy od wyboru (w sposób przypadkowy lub arbitralny) pewnej wartoœci
pocz¹tkowej x0 = 0,457635801848427. Uzyskany szereg czasowy wykazuje
pocz¹tkowo zachowanie o charakterze chaotycznym, ale po 50 krokach iteracji
jego wartoœci ustalaj¹ siê na poziomie zerowym. Podobne rezultaty otrzymujemy
wybieraj¹c inne punkty startowe. Zastanawiaæ mo¿e nas (rysunek 1) regularne
wygasanie chaotycznego przebiegu zmiennej xt w pobli¿u 50 kroku iteracji od-
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wzorowania (1). Rozwa¿my nieco dok³adniej u¿ycie tego odwzorowania w obli-
czeniach realizowanych przez program przechowuj¹cy dane i wykonuj¹cy opera-
cje arytmetyczne przy wykorzystaniu mo¿liwoœci procesora komputera.

Wartoœci numeryczne przechowywane w pamiêci operacyjnej komputera pod-
legaj¹ kodowaniu w systemie binarnym i w naturalny sposób maj¹ formê ci¹gów
z³o¿onych z cyfr 0 i 1. Standardowa precyzja obliczeñ komputerowych wy-
nosz¹ca 15 cyfr dziesiêtnych odpowiada dok³adnoœci 50 cyfr dwójkowych. Wy-
stêpuj¹ca w odwzorowaniu (1) operacja mno¿enia odpowiada, jak ³atwo spraw-
dziæ, przesuniêciu wszystkich cyfr dwójkowych w lewo o jedn¹ cyfrê. Przesuwa-
ne w lewo cyfry s¹ uzupe³niane z prawej strony zerami. Zera te pojawiaj¹ce siê
w dwójkowym zapisie liczby xt powoduj¹ w kolejnych iteracjach stopniowe prze-
kszta³canie siê jej zapisu dwójkowego w ci¹g z³o¿ony z samych zer. Odpowiada
to osi¹gniêciu przez zmienn¹ xt wartoœci dok³adnie równej zeru. Przedstawione
rozwa¿ania odnosz¹ siê do przypadku wykonywania przez procesor komputera
operacji nale¿¹cych do grupy rozkazów arytmetyki sta³oprzecinkowej. W rzeczy-
wistoœci wiêkszoœæ programów u¿ywa arytmetyki zmiennoprzecinkowej, dla któ-
rej uwagi nasze w dalszym ci¹gu pozostaj¹ generalnie s³uszne.

W szczególnym przypadku, liczba bêd¹ca dowoln¹ ca³kowit¹ potêg¹ liczby 2
w zapisie binarnym ma postaæ ci¹gu z³o¿onego z samych zer, wœród których wy-
stêpuje jedna tylko cyfra 1. Wybieraj¹c tak¹ potêgê liczby 2 jako wartoœæ
pocz¹tkow¹ zmiennej wyznaczaj¹cej iteracyjnie szereg czasowy w odwzorowaniu
(1), otrzymamy rezultat przedstawiony w postaci wykresu na rysunku 2. Widzi-
my, ¿e dla wartoœci pocz¹tkowej x0 = 2–60 pojawienie siê na sta³e zerowych war-
toœci w generowanym szeregu czasowym nastêpuje po szeœædziesi¹tym kroku ite-
racji. Odwzorowanie (2) pozwala wiêc na programowe generowanie jedynie krót-
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kich przebiegów o charakterze chaotycznym. Wynika to ze specyficznych
w³asnoœci operacji numerycznych wykonywanych przez urz¹dzenia sprzêtowe
systemu komputerowego.

2. Wp³yw dok³adnoœci obliczeñ numerycznych
na zachowanie chaotyczne modelu

Interesuj¹cym zagadnieniem jest zbadanie w³asnoœci obliczeñ realizowanych
komputerowo, które s¹ wykonywane w trakcie eksperymentu symulacyjnego ze
sta³¹ precyzj¹. Przeprowadzimy nastêpuj¹ce eksperymenty obliczeniowe. Wybie-
ramy wartoœæ pocz¹tkow¹ x0 = 0,131313 jako wartoœæ startow¹ w procesie gene-
rowania szeregu czasowego. Eksperyment ten powtarzamy dla ró¿nych poziomów
dok³adnoœci wykonywanych obliczeñ. Za³o¿on¹ dok³adnoœæ obliczeñ w najprost-
szy sposób wyraziæ mo¿na liczb¹ cyfr znacz¹cych rezultatów uzyskiwanych
w poszczególnych krokach iterowania formu³y (1). W praktyce oznacza to, ¿e
wynik iteracji zostaje zaokr¹glony w do n cyfr dziesiêtnych.

Wykresy zamieszczone na rysunkach 3, 4 i 5 obrazuj¹ pocz¹tkowe fragmenty
szeregów czasowych otrzymanych jako rezultaty przeprowadzonych eksperymen-
tów symulacyjnych przy zastosowaniu zaokr¹glania wyników obliczeñ odpowied-
nio do jednej cyfry, dwóch cyfr oraz trzech cyfr dziesiêtnych.

W przypadku zaokr¹glania wyników obliczeñ do jednej cyfry dziesiêtnej ob-
serwujemy wystêpowanie w wygenerowanym szeregu czasowym cyklu o d³ugoœ-
ci 4. Przy obliczeniach z dok³adnoœci¹ dwóch cyfr dziesiêtnych pojawia siê prze-
bieg cykliczny o okresie 20. Dalsze zwiêkszanie dok³adnoœci obliczeñ skutkuje
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zachowaniem o charakterze chaotycznym w obrêbie pewnego pocz¹tkowego od-
cinka szeregu czasowego. Odcinki te jednak powtarzaj¹ siê w sposób regularny,
tworz¹c przebieg cykliczny. Wykonuj¹c dalsze eksperymenty obliczeniowe mo-
¿emy zbadaæ nieco dok³adniej wp³yw dok³adnoœci obliczeñ na cyklicznoœæ gene-
rowanych szeregów czasowych. Uzyskane w ten sposób rezultaty z³o¿y³y siê na
wyniki zaprezentowane w tabeli 1.

Symulacyjne badanie stabilnoœci numerycznej... 195

R y s u n e k 4

Wykres zmiennej xt generowanej przez odwzorowanie xt+1 = 2xt mod 1, wartoœæ pocz¹tkowa
x0 = 0,131313, dok³adnoœæ obliczeñ: zaokr¹glenie do dwóch cyfr dziesiêtnych, iteracje 1—100

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1 100

R y s u n e k 5

Wykres zmiennej xt generowanej przez odwzorowanie xt+1 = 2xt mod 1, wartoœæ pocz¹tkowa
x0 = 0,131313, dok³adnoœæ obliczeñ: zaokr¹glenie do trzech cyfr dziesiêtnych, iteracje 1—100



Przegl¹daj¹c wyniki wykonanych obliczeñ symulacyjnych zauwa¿amy pewn¹
regularnoœæ w zjawisku zwiêkszania siê d³ugoœci cyklu wraz ze zwiêkszaniem
dok³adnoœci obliczeñ. W³asnoœæ ta prowadzi do sformu³owania nastêpuj¹cej za-
le¿noœci:

p n� 
 �4 5 1 (2)

gdzie p jest obserwowan¹ d³ugoœci¹ cyklu w generowanym szeregu czasowym,
a n jest dok³adnoœci¹ wyra¿on¹ liczb¹ cyfr dziesiêtnych zaokr¹glenia wyników
obliczeñ.

Zale¿noœæ (2) nie jest jednak spe³niona w przypadku zastosowania obliczeñ
z dok³adnoœci¹ siedmiu cyfr dziesiêtnych. W celu uzyskania pe³niejszego obrazu
zale¿noœci w procesie generowania szeregów czasowych przeprowadzone zosta³y
dodatkowe eksperymenty symulacyjne. Wykonano obliczenia dla ró¿nych wartoœ-
ci pocz¹tkowych x0. Wyniki uzyskane w trakcie eksperymentów zawarte zosta³y
w tabeli 2.
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T a b e l a 1

Wp³yw dok³adnoœci obliczeñ na d³ugoœæ cyklu generowanego szeregu czasowego dla wartoœci
pocz¹tkowej x0 = 0,131313

D³ugoœæ cyklu w zale¿noœci od dok³adnoœci obliczeñ

1 cyfra 2 cyfry 3 cyfry 4 cyfry 5 cyfr 6 cyfr 7 cyfr

4 20 100 500 2500 12500 12500

T a b e l a 2

D³ugoœci cykli dla ró¿nej dok³adnoœci obliczeñ w zale¿noœci od wartoœci pocz¹tkowej x0

Wartoœæ
Pocz¹tkowa x0

D³ugoœæ cyklu w zale¿noœci od dok³adnoœci obliczeñ

1 cyfra 2 cyfry 3 cyfry 4 cyfry 5 cyfr 6 cyfr 7 cyfr

0,1313130 4 20 100 500 2500 12500 12500

0,1313131 4 20 100 500 2500 12500 62500

0,1313132 4 20 100 500 2500 12500 62500

0,1313133 4 20 100 500 2500 12500 62500

0,1313134 4 20 100 500 2500 12500 62500

0,1313135 4 20 100 500 2500 12500 12500

0,1313136 4 20 100 500 2500 12500 62500

0,1313137 4 20 100 500 2500 12500 62500

0,1313138 4 20 100 500 2500 12500 62500

0,1313139 4 20 100 500 2500 12500 62500



Otrzymane rezultaty pokazuj¹, ¿e zale¿noœæ (2) jest spe³niona dla wszystkich
wartoœci pocz¹tkowych opisanych zale¿noœci¹ x k0

70131313 10� � 
�, , dla k� {0;

1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9}, z wyj¹tkiem wartoœci 0,1313130 oraz 0,1313135. Inne
odstêpstwa od ogólnej zale¿noœci (2) obserwujemy dla wartoœci pocz¹tkowych
przedstawionych w tabeli 3. Uogólniaj¹c wyniki dotychczasowych eksperymen-
tów symulacyjnych mo¿emy sformu³owaæ hipotezê stwierdzaj¹c¹, ¿e zale¿noœæ
(2) okreœla maksymaln¹ d³ugoœæ cyklu dla ustalonej dok³adnoœci obliczeñ.
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T a b e l a 3

D³ugoœci cykli dla ró¿nej dok³adnoœci obliczeñ w zale¿noœci od wartoœci pocz¹tkowej x0

Wartoœæ
pocz¹tkowa x0

D³ugoœæ cyklu w zale¿noœci od dok³adnoœci obliczeñ

1 cyfra 2 cyfry 3 cyfry 4 cyfry 5 cyfr 6 cyfr 7 cyfr

0,1251250 4 1 1 500 100 100 100

0,1251251 4 1 1 500 100 100 62500

0,1251252 4 1 1 500 100 100 62500

0,1251253 4 1 1 500 100 12500 62500

0,1251254 4 1 1 500 100 12500 62500

0,1251255 4 1 1 500 100 12500 12500

0,1251256 4 1 1 500 100 12500 62500

0,1251257 4 1 1 500 100 12500 62500

0,1251258 4 1 1 500 100 12500 62500

0,1251259 4 1 1 500 100 12500 62500
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Wykres zmiennej xt generowanej przez odwzorowanie xt+1 = 2xt mod 1, wartoœæ pocz¹tkowa x0 =
0,131313, dok³adnoœæ obliczeñ: obciêcie wyniku do trzech cyfr dziesiêtnych, iteracje 1—100



Na zakoñczenie naszych rozwa¿añ zaprezentujemy rezultaty eksperymentów
symulacyjnych, w których przeprowadzone zosta³y obliczenia z ograniczeniem
precyzji operacji arytmetycznych poprzez obcinanie, a nie zaokr¹glanie, wartoœci
rezultatów do za³o¿onej liczby n cyfr dziesiêtnych. Powtórzone zosta³y jeszcze
raz obliczenia dla prezentowanego przyk³adu z wartoœci¹ pocz¹tkow¹
x0 = 0,131313. W przypadku obliczeñ realizowanych z obcinaniem rezultatów do
trzech cyfr dziesiêtnych otrzymujemy na podstawie odwzorowania (1) szereg cza-
sowy przedstawiony w postaci wykresu na rysunku 6. Wyniki zaprezentowane
w tabeli 4 wskazuj¹ na pojawienie dla przypadku czterocyfrowej dok³adnoœci
prowadzonych obliczeñ nowego cyklu, który nie by³ obserwowany we wczeœniej
wykonywanych eksperymentach symulacyjnych. Przy zwiêkszaniu dok³adnoœci
obliczeñ do piêciu, szeœciu i siedmiu cyfr dziesiêtnych nie obserwujemy wystêpo-
wania przebiegów cyklicznych.

3. Przypadek odwzorowania trójk¹tnego

Innym odwzorowaniem, podobnym do analizowanego dotychczas odwzorowa-
nia odcinkami liniowego jest odwzorowanie trójk¹tne [E. Ott 1997; H. Zawadzki
1996] opisywane zale¿noœci¹:

x xt t� � � �1 1 2 0 5, (3)

dla wartoœci xt � [0; 1].
Zale¿noœæ (3) zapisaæ mo¿emy równie¿ w postaci:

x
x x

x x
t

t

t

� �
� �

� � �

�
�
�

1

2 0 0 5

2 2 0 5 1

dla

dla

,

,
(4)

oraz przedstawiæ graficznie w postaci wykresu o kszta³cie trójk¹tnym, który nada-
je jednoczeœnie nazwê odwzorowaniu.

Postêpujemy podobnie jak poprzednio. Na podstawie odwzorowania (3) genero-
wany jest szereg czasowy, a obliczenia wykonujemy bez ograniczania ich dok³ad-
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T a b e l a 4

Wp³yw dok³adnoœci obliczeñ na d³ugoœæ cyklu generowanego szeregu czasowego dla wartoœci
pocz¹tkowej x0 = 0,131313. Stosowanie obcinania

D³ugoœæ cyklu w zale¿noœci od dok³adnoœci obliczeñ

1 cyfra 2 cyfry 3 cyfry 4 cyfry 5 cyfr 6 cyfr 7 cyfr

4 20 100 382 brak brak brak



noœci. Otrzymane rezultaty dla wartoœci pocz¹tkowej x0 = 0,457635801848427
przedstawione zosta³y w postaci wykresu szeregu czasowego na rysunku 7.
Stwierdzamy, ¿e w przeprowadzonych obliczeniach odwzorowanie trójk¹tne za-
chowuje siê podobnie do odwzorowania odcinkami liniowego.

Wykonywanie obliczeñ z ustalon¹ dok³adnoœci¹ (podobnie jak w poprzednio
rozwa¿anych przypadkach) prowadzi do uzyskania szeregów czasowych, w któ-
rych obserwowane s¹ cykle maj¹ce d³ugoœci zale¿ne od poziomu precyzji obli-
czeñ wyra¿aj¹cej siê liczb¹ cyfr dziesiêtnych okreœlaj¹cych dok³adnoœæ wyniku
operacji arytmetycznych. W tabeli 5 przedstawione zosta³y d³ugoœci cykli poja-
wiaj¹cych siê w szeregach czasowych uzyskanych przy ustalonych arbitralnie
pewnych wartoœciach pocz¹tkowych oraz okreœlonej liczbie cyfr zaokr¹glenia wy-
ników obliczeñ.
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T a b e l a 5

D³ugoœci cykli dla ró¿nej dok³adnoœci obliczeñ w zale¿noœci od wartoœci pocz¹tkowej x0

Wartoœæ
pocz¹tkowa x0

D³ugoœæ cyklu w zale¿noœci od dok³adnoœci obliczeñ

1 cyfra 2 cyfry 3 cyfry 4 cyfry 5 cyfr 6 cyfr 7 cyfr

0,31313131 2 10 50 250 1250 6250 31250

0,77777777 2 10 50 250 1250 6250 6250

0,77777770 2 10 50 250 1250 1250 31250

0,77777700 2 10 50 250 250 6250 6250

0,77777000 2 10 50 50 1250 1250 1250

0,77770000 2 10 10 250 250 250 250

0,77700000 2 2 50 50 50 50 50



Na podstawie przeprowadzonych eksperymentów symulacyjnych sformu³owaæ
mo¿na wniosek, ¿e maksymalna d³ugoœæ cyklu p w odwzorowaniu trójk¹tnym
okreœlona jest zale¿noœci¹:

p n� 
 �2 5 1 (5)

gdzie n jest precyzj¹ wykonywanych obliczeñ równowa¿n¹ liczbie cyfr dziesiêt-
nych zaokr¹glenia wyników.

Podsumowanie

W niniejszej pracy dominowa³o eksperymentalne podejœcie badawcze, obej-
muj¹ce metody, maj¹ce postaæ symulacji komputerowych dotycz¹cych zachowa-
nia siê matematycznych modeli systemów dynamicznych. G³ówne narzêdzie pro-
wadzonych badañ stanowi³a aplikacja z grupy elektronicznych arkuszy oblicze-
niowych. Prezentowane rezultaty przeprowadzonych badañ wykazuj¹, ¿e tech-
niczny aspekt wykonywania obliczeñ zwi¹zanych z modelami systemów, w któ-
rych jest obserwowany chaos, mo¿e mieæ istotny wp³yw na koñcowe wyniki eks-
perymentów symulacyjnych. W badaniach zwi¹zanych z komputerow¹ analiz¹
systemów chaotycznych istotn¹ rolê odgrywaæ mo¿e w³aœciwy wybór sprzêtu
komputerowego oraz oprogramowania zapewniaj¹cych odpowiedni¹ dok³adnoœæ
i stabilnoœæ numeryczn¹ prowadzonych obliczeñ.
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