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Symulacyjne badanie stabilnosci numerycznej
odcinkami liniowych modeli
systeméw chaotycznych

Wstep

W otaczajacej nas rzeczywistosci wiele systemow cechuje dynamika, w ktorej
obserwowa¢ mozna zachowania okreslane mianem chaotycznych. Zjawiska te
wynikaja ze specyficznego charakteru dynamiki wspomnianych systemow. Ozna-
czajg one w gtownej mierze wystgpowanie w analizowanym systemie (lub mode-
lu matematycznym tego systemu) przebiegdw majacych zdecydowanie nieregular-
ny ksztatt [E. Ott 1997; H. G. Schuster 1995]. Przebiegi te sg bardzo trudne do
przewidzenia w dtugim okresie, przy czym zwigkszenie dtugosci horyzontu cza-
sowego prognozy zachowania si¢ systemu zmniejsza radykalnie trafnos$c tej pro-
gnozy. Termin chaos deterministyczny laczy w sobie pelny determinizm doty-
czacy dynamiki systemu, z ktorego wynika catkowita jednoznaczno$¢ zachowania
si¢ systemu, z nieregularnymi przebiegami niektérych zmiennych stanu tego sys-
temu, co daje pozory zachowania losowego, z natury trudnego do przewidywania.

Jednym z koniecznych warunkéw wystapienia zachowania chaotycznego
w systemie deterministycznym jest nieliniowo$¢ relacji wystgpujacych w tym sys-
temie. W systemach liniowych (gdzie reakcja na bodziec jest proporcjonalna do
tego bodzca) nie obserwujemy zachowania chaotycznego. Zupetnie inny charakter
maja systemy nieliniowe. Ich dynamika pozwala obserwowaé nagte i nieoczeki-
wane zmiany stanu, ktore trudno jest bada¢ w sposéb analityczny. Powszechnie
dokonywana linearyzacja w celu uproszczenia modelu matematycznego badanego
systemu czgsto eliminuje z konstruowanego modelu najbardziej interesujace rela-
cje stanowigce zrodlo jego chaotycznego zachowania. Postgpowanie takie moze
w sposob istotny znieksztatca¢ modelowang dynamike systemu. Gtowne korzysci
linearyzacji wigza si¢ z radykalnym uproszczeniem obliczen oraz mozliwo$cig
formutowania bezpos$rednich prostych wnioskow dotyczacych zachowania si¢ sys-
temu.
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1. Generowanie chaosu przez odwzorowanie odcinkami liniowe

Jednym z najprostszych odwzorowan nieliniowych, ktéore moga generowac
przebiegi chaotyczne [H. G. Schuster 1995], jest odwzorowanie odcinkami linio-
we:

x,,, =2x, modl (1)

gdzie zapis x mod 1 oznacza czg$¢ utamkowa liczby x dla x > 0.

Formuta (1) stanowi¢ moze prosty model generujacy szeregi czasowe wyka-
zujace zachowanie chaotyczne. Model ten poddamy eksperymentom symulacyj-
nym, w ktorych analizowac bedziemy generowane szeregi czasowe. Bardzo szyb-
ko zauwazamy, ze rezultaty iteracyjnego generowania szeregow czasowych przez
nasz prosty model w sposéb znaczacy zaleza od wykorzystywanych procedur nu-
merycznych. W naszym przypadku do obliczen wykorzystane zostalo proste na-
rzedzie w postaci programu MS Excel. W programie tym uzytkownik moze
w duzym stopniu decydowaé o stosowanej precyzji obliczen. Przeprowadzajac
obliczenia bez ograniczania ich doktadno$ci otrzymujemy rezultaty zaprezentowa-
ne w postaci wykresu czasowego pokazanego na rysunku 1.

Rysunek 1

Wykres zmiennej x, generowanej przez odwzorowanie x,; = 2x, mod 1, warto$¢ poczatkowa
xo = 0,457635801848427, iteracje 1—100
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Iteracyjny proces wyznaczania kolejnych warto$ci szeregu czasowego rozpo-
czynamy od wyboru (w sposob przypadkowy lub arbitralny) pewnej warto$ci
poczatkowe] xo = 0,457635801848427. Uzyskany szereg czasowy wykazuje
poczatkowo zachowanie o charakterze chaotycznym, ale po 50 krokach iteracji
jego warto$ci ustalajg si¢ na poziomie zerowym. Podobne rezultaty otrzymujemy
wybierajac inne punkty startowe. Zastanawia¢ moze nas (rysunek 1) regularne
wygasanie chaotycznego przebiegu zmiennej x, w poblizu 50 kroku iteracji od-
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wzorowania (1). Rozwazmy nieco doktadniej uzycie tego odwzorowania w obli-
czeniach realizowanych przez program przechowujacy dane i wykonujacy opera-
cje arytmetyczne przy wykorzystaniu mozliwosci procesora komputera.

Wartosci numeryczne przechowywane w pamigci operacyjnej komputera pod-
legaja kodowaniu w systemie binarnym i w naturalny sposéb maja forme ciggoéw
ztozonych z cyfr 0 i 1. Standardowa precyzja obliczen komputerowych wy-
noszaca 15 cyfr dziesigtnych odpowiada doktadnosci 50 cyfr dwdjkowych. Wy-
stgpujaca w odwzorowaniu (1) operacja mnozenia odpowiada, jak tatwo spraw-
dzié, przesunieciu wszystkich cyfr dwojkowych w lewo o jedna cyfre. Przesuwa-
ne w lewo cyfry sa uzupelniane z prawej strony zerami. Zera te pojawiajace si¢
w dwojkowym zapisie liczby x; powoduja w kolejnych iteracjach stopniowe prze-
ksztalcanie si¢ jej zapisu dwojkowego w ciag ztozony z samych zer. Odpowiada
to osiggnigciu przez zmienng x; warto$ci doktadnie réwnej zeru. Przedstawione
rozwazania odnosza si¢ do przypadku wykonywania przez procesor komputera
operacji nalezacych do grupy rozkazow arytmetyki staloprzecinkowej. W rzeczy-
wistosci wigkszo§¢ programow uzywa arytmetyki zmiennoprzecinkowej, dla kto-
rej uwagi nasze w dalszym ciggu pozostaja generalnie stuszne.

Rysunek 2

Wykres zmiennej x, generowanej przez odwzorowanie x,.; = 2x, mod 1, warto$¢ poczatkowa
x0=2"%, iteracje 1—100
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W szczegdlnym przypadku, liczba bedaca dowolnag catkowita potega liczby 2
w zapisie binarnym ma posta¢ ciggu ztozonego z samych zer, wérdd ktérych wy-
stgpuje jedna tylko cyfra 1. Wybierajac taka potege liczby 2 jako wartosé
poczatkowa zmiennej wyznaczajacej iteracyjnie szereg czasowy w odwzorowaniu
(1), otrzymamy rezultat przedstawiony w postaci wykresu na rysunku 2. Widzi-
my, ze dla wartosci poczatkowej xo = 2% pojawienie si¢ na stale zerowych war-
toSci w generowanym szeregu czasowym nastepuje po sze$édziesigtym kroku ite-
racji. Odwzorowanie (2) pozwala wigc na programowe generowanie jedynie krot-
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kich przebiegdbw o charakterze chaotycznym. Wynika to ze specyficznych
wiasnosci operacji numerycznych wykonywanych przez urzadzenia sprzg¢towe
systemu komputerowego.

2. Wplyw dokladnosci obliczeri numerycznych
na zachowanie chaotyczne modelu

Interesujacym zagadnieniem jest zbadanie wtasnosci obliczen realizowanych
komputerowo, ktére sa wykonywane w trakcie eksperymentu symulacyjnego ze
stata precyzja. Przeprowadzimy nastgpujace eksperymenty obliczeniowe. Wybie-
ramy warto$¢ poczatkowa xo = 0,131313 jako warto$¢ startowg w procesie gene-
rowania szeregu czasowego. Eksperyment ten powtarzamy dla réznych poziomow
doktadnosci wykonywanych obliczen. Zatozong doktadnos¢ obliczen w najprost-
szy sposob wyrazi¢ mozna liczbg cyfr znaczacych rezultatdéw uzyskiwanych
w poszczegolnych krokach iterowania formuty (1). W praktyce oznacza to, ze
wynik iteracji zostaje zaokraglony w do n cyfr dziesigtnych.

Rysunek 3

Wykres zmiennej x, generowanej przez odwzorowanie x,; = 2x, mod 1, warto$¢ poczatkowa xy =
0,131313, doktadnos$¢ obliczen: zaokraglenie do jednej cyfry dziesigtnej, iteracje 1-—100
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Wykresy zamieszczone na rysunkach 3, 4 1 5 obrazuja poczatkowe fragmenty
szeregdw czasowych otrzymanych jako rezultaty przeprowadzonych eksperymen-
tow symulacyjnych przy zastosowaniu zaokraglania wynikéw obliczen odpowied-
nio do jednej cyfry, dwoch cyfr oraz trzech cyfr dziesigtnych.

W przypadku zaokraglania wynikoéw obliczenn do jednej cyfry dziesigtnej ob-
serwujemy wystgpowanie w wygenerowanym szeregu czasowym cyklu o dtugos$-
ci 4. Przy obliczeniach z doktadno$cia dwoch cyfr dziesigtnych pojawia si¢ prze-
bieg cykliczny o okresie 20. Dalsze zwigkszanie doktadno$ci obliczen skutkuje
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Rysunek 4

Wykres zmiennej x, generowanej przez odwzorowanie x.; = 2x, mod 1, warto$¢ poczatkowa
Xo = 0,131313, doktadnos¢ obliczen: zaokraglenie do dwoch cyfr dziesigtnych, iteracje 1—100
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Rysunek 5

Wykres zmiennej x, generowanej przez odwzorowanie x.; = 2x, mod 1, warto$¢ poczatkowa
Xo = 0,131313, doktadnos$¢ obliczen: zaokraglenie do trzech cyfr dziesigtnych, iteracje 1—100
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zachowaniem o charakterze chaotycznym w obrgbie pewnego poczatkowego od-
cinka szeregu czasowego. Odcinki te jednak powtarzaja si¢ w sposob regularny,
tworzac przebieg cykliczny. Wykonujac dalsze eksperymenty obliczeniowe mo-
zemy zbada¢ nieco doktadniej wptyw doktadno$ci obliczen na cykliczno$¢ gene-
rowanych szeregow czasowych. Uzyskane w ten sposdb rezultaty ztozyty si¢ na
wyniki zaprezentowane w tabeli 1.
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Tabela 1

Wptyw doktadnosci obliczen na dlugos$¢ cyklu generowanego szeregu czasowego dla warto$ci
poczatkowej xo = 0,131313

Dtugos¢ cyklu w zaleznosci od doktadnosci obliczen

1 cyfra 2 cyfry 3 cyfry 4 cyfry 5 cyfr 6 cyfr 7 cyfr
4 20 100 500 2500 12500 12500

Przegladajac wyniki wykonanych obliczenn symulacyjnych zauwazamy pewng
regularno$¢ w zjawisku zwigkszania si¢ dtugosci cyklu wraz ze zwigkszaniem
doktadnos$ci obliczen. Wtasno$¢ ta prowadzi do sformutowania nastgpujacej za-
leznosci:

p=4-5" 2)
gdzie p jest obserwowana dlugoscia cyklu w generowanym szeregu czasowym,

a n jest dokladnoscia wyrazong liczba cyfr dziesigtnych zaokraglenia wynikéw
obliczen.

Tabela 2

Dtugosci cykli dla réznej doktadnosci obliczen w zalezno$ci od wartosci poczatkowej xo

Warto$é Dtugos¢ cyklu w zaleznosci od doktadnosci obliczen
Poczatkowa xo 1 cyfra 2 cyfry | 3 cyfry | 4 cyfry 5 cyfr 6 cyfr 7 cyfr
0,1313130 4 20 100 500 2500 12500 12500
0,1313131 4 20 100 500 2500 12500 62500
0,1313132 4 20 100 500 2500 12500 62500
0,1313133 4 20 100 500 2500 12500 62500
0,1313134 4 20 100 500 2500 12500 62500
0,1313135 4 20 100 500 2500 12500 12500
0,1313136 4 20 100 500 2500 12500 62500
0,1313137 4 20 100 500 2500 12500 62500
0,1313138 4 20 100 500 2500 12500 62500
0,1313139 4 20 100 500 2500 12500 62500

Zaleznos¢ (2) nie jest jednak spetniona w przypadku zastosowania obliczen
z doktadno$ciag siedmiu cyfr dziesietnych. W celu uzyskania petniejszego obrazu
zaleznosci w procesie generowania szeregdw czasowych przeprowadzone zostaty
dodatkowe eksperymenty symulacyjne. Wykonano obliczenia dla réznych warto$-
ci poczatkowych xo. Wyniki uzyskane w trakcie eksperymentow zawarte zostalty
w tabeli 2.
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Otrzymane rezultaty pokazuja, ze zalezno$¢ (2) jest spetniona dla wszystkich
wartoci poczatkowych opisanych zaleznoécia x, =0131313+107 -k, dla ke {0;
1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8 9}, z wyjatkiem wartosci 0,1313130 oraz 0,1313135. Inne
odstepstwa od ogdlnej zaleznosci (2) obserwujemy dla wartosci poczatkowych
przedstawionych w tabeli 3. Uogdlniajac wyniki dotychczasowych eksperymen-
tow symulacyjnych mozemy sformulowaé hipoteze stwierdzajaca, ze zalezno$é¢
(2) okresla maksymalng dtugos¢ cyklu dla ustalonej doktadnosci obliczen.

Tabela 3

Dtugosci cykli dla roznej doktadnosci obliczen w zalezno$ci od warto$ci poczatkowej xo

Wartosé Dtugos¢ cyklu w zalezno$ci od doktadnosci obliczen
poczatkowa xo 1 cyfra 2 cyfry 3 cyfry | 4 cyfry 5 cyfr 6 cyfr 7 cyfr
0,1251250 4 1 1 500 100 100 100
0,1251251 4 1 1 500 100 100 62500
0,1251252 4 1 1 500 100 100 62500
0,1251253 4 1 1 500 100 12500 62500
0,1251254 4 1 1 500 100 12500 62500
0,1251255 4 1 1 500 100 12500 12500
0,1251256 4 1 1 500 100 12500 62500
0,1251257 4 1 1 500 100 12500 62500
0,1251258 4 1 1 500 100 12500 62500
0,1251259 4 1 1 500 100 12500 62500
Rysunek 6

Wykres zmiennej x, generowanej przez odwzorowanie x,.; = 2x, mod 1, warto$¢ poczatkowa xy =
0,131313, doktadnos¢ obliczen: obcigcie wyniku do trzech cyfr dziesigtnych, iteracje 1—100
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Na zakonczenie naszych rozwazan zaprezentujemy rezultaty eksperymentow
symulacyjnych, w ktérych przeprowadzone zostaly obliczenia z ograniczeniem
precyzji operacji arytmetycznych poprzez obcinanie, a nie zaokraglanie, wartosci
rezultatow do zatozonej liczby n cyfr dziesigtnych. Powtdrzone zostaly jeszcze
raz obliczenia dla prezentowanego przykladu =z warto$cia poczatkowa
xo = 0,131313. W przypadku obliczen realizowanych z obcinaniem rezultatoéw do
trzech cyfr dziesigtnych otrzymujemy na podstawie odwzorowania (1) szereg cza-
sowy przedstawiony w postaci wykresu na rysunku 6. Wyniki zaprezentowane
w tabeli 4 wskazuja na pojawienie dla przypadku czterocyfrowej doktadnosci
prowadzonych obliczen nowego cyklu, ktdry nie byt obserwowany we wczesniej
wykonywanych eksperymentach symulacyjnych. Przy zwigkszaniu doktadnosci
obliczen do pigciu, sze$ciu i siedmiu cyfr dziesietnych nie obserwujemy wystepo-
wania przebiegéw cyklicznych.

Tabela 4

Wptyw doktadnosci obliczen na dlugos$¢ cyklu generowanego szeregu czasowego dla warto$ci
poczatkowej xo = 0,131313. Stosowanie obcinania

Dtugos¢ cyklu w zaleznosci od doktadnosci obliczen

1 cyfra 2 cyfry 3 cyfry 4 cyfry 5 cyfr 6 cyfr 7 cyfr
4 20 100 382 brak brak brak

3. Przypadek odwzorowania tréjkatnego

Innym odwzorowaniem, podobnym do analizowanego dotychczas odwzorowa-
nia odcinkami liniowego jest odwzorowanie trojkatne [E. Ott 1997; H. Zawadzki
1996] opisywane zaleznoscia:

v -0 3)

X =1-2

dla wartosci x; € [0; 1].
Zaleznos$¢ (3) zapisa¢ mozemy rowniez w postaci:

(4)
2-2x, dla 0,5<x <1

{ 2x, dla 0<x<0,5
X 41 T
oraz przedstawi¢ graficznie w postaci wykresu o ksztalcie trojkatnym, ktdry nada-
je jednoczes$nie nazwe¢ odwzorowaniu.

Postgpujemy podobnie jak poprzednio. Na podstawie odwzorowania (3) genero-
wany jest szereg czasowy, a obliczenia wykonujemy bez ograniczania ich doktad-
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Rysunek 7

Wykres zmiennej x, generowanej przez odwzorowanie x.; = 1 — 2Jx, — 0,5], warto$¢ poczatkowa
xo=0,457635801848427, iteracje 1—100

1.0 4

0.8 -

0.6

0.4

0.2

0.0 )
1 100

no$ci. Otrzymane rezultaty dla wartosci poczatkowej xo = 0,457635801848427
przedstawione zostaly w postaci wykresu szeregu czasowego na rysunku 7.
Stwierdzamy, ze w przeprowadzonych obliczeniach odwzorowanie trojkatne za-
chowuje si¢ podobnie do odwzorowania odcinkami liniowego.

Wykonywanie obliczen z ustalong doktadnos$cig (podobnie jak w poprzednio
rozwazanych przypadkach) prowadzi do uzyskania szeregéw czasowych, w kto-
rych obserwowane sa cykle majace dtugosci zalezne od poziomu precyzji obli-
czen wyrazajacej si¢ liczba cyfr dziesigtnych okreslajacych doktadnosé¢ wyniku
operacji arytmetycznych. W tabeli 5 przedstawione zostaly diugosci cykli poja-
wiajacych si¢ w szeregach czasowych uzyskanych przy ustalonych arbitralnie
pewnych wartosciach poczatkowych oraz okreslonej liczbie cyfr zaokraglenia wy-
nikow obliczen.

Tabela 5

Dtugosci cykli dla réznej doktadnosci obliczen w zaleznos$ci od wartosci poczatkowej xo

Warto$é Dtugos¢ cyklu w zaleznosci od doktadnosci obliczen
poczatkowa xy 1 cyfra 2 cyfry 3 cyfry | 4 cyfry 5 cyfr 6 cyfr 7 cyfr
0,31313131 2 10 50 250 1250 6250 31250
0,77777777 2 10 50 250 1250 6250 6250
0,77777770 2 10 50 250 1250 1250 31250
0,77777700 2 10 50 250 250 6250 6250
0,77777000 2 10 50 50 1250 1250 1250
0,77770000 2 10 10 250 250 250 250
0,77700000 2 2 50 50 50 50 50
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Na podstawie przeprowadzonych eksperymentéw symulacyjnych sformutowaé
mozna wniosek, ze maksymalna dtugo$¢ cyklu p w odwzorowaniu trojkatnym
okreslona jest zalezno$cia:

p=2.5" (5)

gdzie n jest precyzja wykonywanych obliczen réwnowazng liczbie cyfr dziesigt-
nych zaokraglenia wynikow.

Podsumowanie

W niniejszej pracy dominowalo eksperymentalne podej$cie badawcze, obej-
mujace metody, majace posta¢ symulacji komputerowych dotyczacych zachowa-
nia si¢ matematycznych modeli systeméw dynamicznych. Gtéwne narzedzie pro-
wadzonych badan stanowita aplikacja z grupy elektronicznych arkuszy oblicze-
niowych. Prezentowane rezultaty przeprowadzonych badan wykazuja, ze tech-
niczny aspekt wykonywania obliczen zwigzanych z modelami systeméw, w kto-
rych jest obserwowany chaos, moze mie¢ istotny wptyw na koncowe wyniki eks-
perymentow symulacyjnych. W badaniach zwigzanych z komputerowa analizg
systemOw chaotycznych istotng role odgrywaé moze wlasciwy wybor sprzetu
komputerowego oraz oprogramowania zapewniajacych odpowiednig doktadno$¢
1 stabilno$¢ numeryczng prowadzonych obliczen.
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