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Wykorzystanie funkcji wyk³adniczej
w modelowaniu dynamiki pola
pod wykresem funkcji przynale¿noœci
w rozmytych szeregach czasowych

1. Wstêp

Podstawowym utrudnieniem zwi¹zanym z analiz¹ danych rozmytych jest ich
wielowymiarowoœæ. Cecha ta rzutuje zreszt¹ na praktyczne mo¿liwoœci wykorzy-
stania badawczego metod teorii zbiorów rozmytych w ogóle. Jednym z podejœæ
s³u¿¹cych pokonaniu tych trudnoœci jest poznanie w³asnoœci ró¿nych skalarnych
wskaŸników konstruowanych dla liczb rozmytych. I w³aœnie celem tego artyku³u
jest przedstawienie wyników badañ nad dynamik¹ pola pod wykresem funkcji
przynale¿noœci w rozmytym szeregu czasowym wygenerowanym za pomoc¹ li-
niowego równania ró¿nicowego. Okazuje siê, ¿e odwzorowaniem matematycz-
nym, które mo¿na wykorzystaæ do jej aproksymacji jest z³o¿enie funkcji wyk³ad-
niczej z liniow¹. Do analizy wystêpuj¹cych w tym kontekœcie przypadków wyko-
rzystano eksperymenty symulacyjne. Potwierdzenie poznanych w ten sposób pra-
wid³owoœci na drodze analitycznej zdaje siê byæ bardzo skomplikowane i wyma-
ga ewentualnych dalszych badañ. Zastosowana procedura wykorzystuj¹ca symula-
cjê komputerow¹ jest jednak na tyle efektywna, ¿e stanowi wygodn¹ alternatywê
dla innych metod postêpowania. Jej ograniczeniem jest koniecznoœæ ka¿dorazowej
weryfikacji postawionych tez w odniesieniu do konkretnego badanego przypadku.
Dlatego jej prezentacja œciœle wi¹¿e siê z podstawowym tematem opracowania.
Opis zastosowanej metody, jak te¿ wynikaj¹cych z tego wniosków, zosta³ zawarty
w trzeciej czêœci artyku³u. Poprzedza j¹ wprowadzenie do za³o¿eñ eksperymen-
tów symulacyjnych i analizy otrzymanych za ich pomoc¹ danych rozmytych.
Opracowanie podsumowuj¹ wnioski.

2. Uwarunkowania eksperymentów symulacyjnych
i analizy danych rozmytych

Analiza zmiennoœci pola pod wykresem funkcji przynale¿noœci dla elementów
rozmytych szeregów czasowych zosta³a zawê¿ona w opracowaniu do przypadków



ci¹gów takich wartoœci wygenerowanych za pomoc¹ modelu zgodnego z ogólnym
wzorem.

x ax bt t� � �1 (2.1)

W powy¿szym równaniu ró¿nicowym przyjêto, ¿e zarówno zmienne, jak i para-
metry zosta³y zast¹pione przez rzeczywiste wartoœci rozmyte zdefiniowane zgod-
nie z nastêpuj¹cym okreœleniem.

Definicja 2.1. [L. A. Zadeh 1975] Rozmyta liczba rzeczywista jest zbiorem

rozmytym w przestrzeni R maj¹cy ci¹g³¹ funkcjê przynale¿noœci oraz spe³niaj¹cy

warunek wypuk³oœci:

� � �� � �( ) ( ) ( )k x z� � � � �x y z y x z, , , [ ; ]R (2.2)

Klasê rozmytych liczb rzeczywistych oznacza siê z kolei czêsto jako N(R).

Przyjête za³o¿enie mia³o przede wszystkim charakter uproszczenia w kontekœ-
cie problemów numerycznych zwi¹zanych z wykonywaniem dzia³añ arytmetyki
rozmytej. W tym kontekœcie znana z analizy skalarnej postaæ funkcji liniowej jest
dobr¹ ilustracj¹ dla przedstawionego w artykule podejœcia badawczego, które
znajduje identyczne zastosowanie w odniesieniu tak¿e do innych postaci równañ
ró¿nicowych. Generuje przy tym równie¿ podobne rezultaty w sensie wniosków
wynikaj¹cych z przeprowadzonych eksperymentów symulacyjnych.

Ponadto w odniesieniu do zmiennej xt, jak te¿ parametrów a i b zastosowano
postaæ trójk¹tnych liczb rozmytych [A. Kaufmann, M. M. Gupta 1985] oraz ogra-
niczenie przestrzeni zdefiniowania ich funkcji przynale¿noœci do dodatnich liczb
rzeczywistych. Nawi¹zuj¹c do definicji 2.1 za³o¿enie to przyjmuje poni¿sz¹ po-
staæ

x a b N Rt , , ( )� � (2.3)

Oba wskazane ograniczenia analizy mia³y przede wszystkim na celu umo¿li-
wienie uzyskania relatywnie du¿ej liczby przebiegów w kolejnych eksperymen-
tach symulacyjnych. Uwzglêdniono w ten sposób ich uwarunkowania numeryczne
przedstawione w pracach [J. Wo³oszyn, W. Urban 2001] i [W. Urban 2001].
Wskazuj¹ one na istotne wymagania stawiane przed mo¿liwoœciami obliczenio-
wymi komputerów wykorzystywanych do przetwarzania danych rozmytych oraz
koniecznoœæ zastosowania technik aproksymacyjnych w odniesieniu do postaci
ich funkcji przynale¿noœci.

Dodatkowo przyjêcie za³o¿enia o postaci trójk¹tnej funkcji przynale¿noœci
sk³adowych modelu (2.1) wi¹¿e siê z mo¿liwoœci¹ pos³ugiwania siê wierzcho³ko-
wym zapisem rzeczywistej liczby rozmytej zaproponowanym w artykule [W.
Urban 1999]. Polega on na wykorzystaniu zaadaptowanych ogólnych zasad zapi-
su dla zbiorów rozmytych okreœlonych przez L. A. Zadeha. Tak wiêc zbiór roz-
myty A w przestrzeni X mo¿na przedstawiæ w poni¿szy sposób
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W tej formie notacji symbol �A(x)/x oznacza rozmyty singleton, czyli element
x � X o stopniu przynale¿noœci do zbioru rozmytego A równym �A(x), natomiast
symbol ca³ki oznacza sumê mnogoœciow¹. Przedstawiony zapis zbioru rozmytego
ma charakter uniwersalny i odnosi siê do wszystkich zbiorów rozmytych w prze-
strzeni X. Obejmuje wiêc swoim zakresem równie¿ zbiory nieprzeliczalne. W od-
niesieniu do zbiorów przeliczalnych powy¿szy zapis mo¿na zast¹piæ nastê-
puj¹cym:
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W przypadku rozmytych liczb rzeczywistych, gdy funkcja przynale¿noœci sta-
nowi lub jest aproksymowana przez z³o¿enie funkcji liniowych w charakterze sin-
gletonów mo¿na wykorzystaæ wspó³rzêdne wierzcho³ków jej wykresu. Dla odró¿-
nienia uzyskanej w ten sposób notacji od jej wyjœciowej postaci klasycznej we
wspomnianej publikacji [W. Urban 1999] zaproponowano poprzedzanie par takich
wspó³rzêdnych znakami tyldy. W ten sposób zapis rzeczywistej liczby rozmytej
spe³niaj¹cej warunek o liniowej postaci funkcji przynale¿noœci przyjmuje postaæ
zgodn¹ ze wzorem (2.6)
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gdzie �A(x) oznacza funkcjê przynale¿noœci liczby A.
Ze wzglêdu na jej liniow¹ postaæ pomiêdzy wierzcho³kami wykresu, dla liczb

trójk¹tnych wzór ten mo¿na przekszta³ciæ do nastêpuj¹cej postaci:
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W przetwarzaniu tak okreœlonych rzeczywistych danych rozmytych zosta³y
wykorzystane dzia³ania arytmetyki rozmytej zgodnie z definicjami podanymi
w pracy [L. A. Zadeh 1975].

Definicja 2.2. Zak³adaj¹c, ¿e A i B N(R) oraz przyjmuj¹c:

a) f(x1,x2) = x1 + x2 dla operacji dodawania A + B � N(R)

� � �A B
x x

x

A By x x y�
�
�
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2

1 2
R

y = x 1

R (2.8)
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b) f(x1,x2) = x1 – x2 dla operacji odejmowania A – B � N(R)

� � �A B
x x

x

A By x x y�
�
�

� � �( ) sup min( ( ), ( ))
,1 2

2

1 2
R

y = x 1

R (2.9)

c) f(x1,x2) = x1  x2 dla operacji mno¿enia A B N(R)
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d) f(x1,x2) = x1/x2, x 2 0� dla operacji dzielenia A/B � N(R)
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Do ich praktycznej realizacji zastosowano algorytmy numeryczne arytmetyki
rozmytej zaprezentowane w opracowaniu [W. Urban 1999]. By³o to naturaln¹
konsekwencj¹ zaakceptowanej na potrzeby eksperymentów symulacyjnych wierz-
cho³kowo-liniowej reprezentacji funkcji przynale¿noœci liczb rozmytych.

Po wygenerowaniu za pomoc¹ równañ ró¿nicowych o postaci zgodnej ze wzo-
rem (2.1), rzeczywiste rozmyte szeregi czasowe by³y w nastêpnej kolejnoœci pod-
dawane zabiegowi wyostrzania w oparciu o wskaŸnik pola pod wykresem funkcji
przynale¿noœci. Wykorzystano w tym celu poni¿szy zapis:
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który mo¿na przekszta³ciæ ze wzglêdu na przyjête za³o¿enia do postaci
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gdzie á i â oznaczaj¹ koñce przedzia³u wartoœci, dla których funkcja przynale¿-
noœci rzeczywistej liczby rozmytej przyjmuje wielkoœci nieujemne oraz poza któ-
rym jest równa zero.

3. Analiza zmiennoœci pola pod wykresem funkcji
przynale¿noœci w rozmytych szeregach czasowych

Pierwsze serie przeprowadzonych eksperymentów symulacyjnych zosta³y ukie-
runkowane na badanie wp³ywu zmian parametru a na wspomniany w poprzedniej
czêœci wskaŸnik pola pod wykresem funkcji przynale¿noœci zmiennej modelu 2.1.

W tym celu modyfikowano w ró¿ny sposób przedzia³ zdefiniowania podobnej
funkcji, dla wskazanego parametru. Pod wymienionym w poprzednim zdaniu
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okreœleniem nale¿y rozumieæ przedzia³, w którym funkcja przynale¿noœci przyj-
muje wartoœci nieujemne, oraz zerowe poza nim. W³asnoœæ polegaj¹ca na mo¿li-
woœci okreœlenia takiego przedzia³u wystêpuje w przypadku trójk¹tnych liczb roz-
mytych, jak te¿ ogólnie w odniesieniu do wiêkszoœci charakterystyk ekonomicz-
nych zdefiniowanych w przestrzeni rozmytych liczb rzeczywistych. Uzyskane
przebiegi zmiennoœci pola pod wykresem funkcji przynale¿noœci zmiennej xt

mo¿na zegzemplifikowaæ za pomoc¹ nastêpuj¹cych modeli.
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Wykazuj¹ one przede wszystkim zró¿nicowanie w zakresie przynale¿noœci do
przedzia³u zdefiniowania funkcji przynale¿noœci parametru a wartoœci wiêkszych
lub równych jeden. Ilustracjê zmiennoœci pola PX zmiennej xt dla powy¿szych
modeli stanowi¹ wykresy na rysunku 3.1.

Uzyskane wykresy zmian pola pod wykresem funkcji przynale¿noœci dla mo-
deli 3.1 i 3.3 daj¹ siê aproksymowaæ za pomoc¹ funkcji wyk³adniczej. Jej para-
metry mo¿na estymowaæ bezpoœrednio albo wykorzystuj¹c metodê opart¹ na wy-
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znaczeniu empirycznych wartoœci pierwszych, albo drugich pochodnych PX. Wy-
kresy empirycznych wielkoœci pierwszych pochodnych dla wspomnianych modeli
przedstawiaj¹ rysunki 3.2 i 3.3.

Ich aproksymacj¹ mo¿e byæ tak¿e funkcja wyk³adnicza wystêpuj¹ca w z³o¿e-
niu z innym odwzorowaniem zgodnie ze wzorem (3.4).

� � �P t e t RX

f t

t
( ) ( ) (3.4)
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Postaæ zale¿noœci f(t) mo¿na okreœliæ poprzez proste przekszta³cenie:

f t P tX t
( ) ln ( )� � (3.5)

Wykorzystanie powy¿szego wzoru pozwala na uzyskanie wykresów przebie-
gów funkcji f(t) dla ka¿dego z badanych przypadków. Przedstawiaj¹ je rysunki
3.4 oraz 3.5.
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Wynika z nich, jak te¿ z przeprowadzonych badañ, ¿e funkcja liniowa jest naj-
czêœciej wystêpuj¹cym odwzorowaniem, które wystêpuje w z³o¿eniu opisanym
wzorem (3.4). Ulega on w zwi¹zku z tym przekszta³ceniu do poni¿szej postaci.

� � ��
P t e t RX

t

t
( ) � � (3.6)

Po estymacji parametrów wzór ten w odniesieniu do danych otrzymanych za
pomoc¹ modeli 3.1 i 3.3 prezentuje siê nastêpuj¹co

� � � �
P eX t

t

, ( . )
, ,

3 1
0 10169 0 356504 (3.7)

� � �
P eX t

t

, ( . )
, ,

3 3
0 094655 0 04 (3.8)

Zale¿noœci 3.7 oraz 3.8 pozwalaj¹ na obliczenie teoretycznych wartoœci pierw-
szych pochodnych, których zestawienie z ich empirycznymi odpowiednikami nie-

zale¿nie dla ka¿dego z wymienionych modeli przedstawiaj¹ rysunki 3.6 oraz 3.7.
Uzyskana w ten sposób aproksymacja pierwszej pochodnej wskaŸnika pola

pod wykresem funkcji przynale¿noœci stanowi podstawê dla zdefiniowania wzoru
bezpoœrednio na dynamikê pola. W tym celu mo¿na skorzystaæ z zale¿noœci

P t P t dt e dt e C t RX X

t t

t t
( ) ( )� � � � � �� �
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�

1
(3.9)

Estymacji sta³ej C mo¿na dokonaæ na przyk³ad poprzez porównanie empirycz-
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nych wartoœci pola z ich odpowiednikami teoretycznymi obliczonymi w oparciu
o powy¿szy wzór bez uwzglêdnienia tej wielkoœci. Dla potrzeb przyk³adów pre-
zentowanych w opracowaniu skorzystano z mediany odpowiednich ró¿nic. Uzys-
kano w ten sposób ostateczne postacie zale¿noœci na dynamikê pola pod wykre-
sem funkcji przynale¿noœci zmiennej rozmytej xt w modelach 3.1 oraz 3.3.

P eX

t

, ( . )
, ,, ,3 1

0 10169 0 3565049 83397 13 34023� � �� � (3.10)

P eX

t

, ( . )
, ,, ,3 3

0 094655 0 0410 56472 10 019� �� (3.11)

Zestawienie wykresów zmiennoœci pola wyznaczonego w oparciu o powy¿sze
wzory z otrzymanym dla danych empirycznych, niezale¿nie dla ka¿dego z bada-
nych modeli przedstawiaj¹ rysunki 3.8 i 3.9.

W dalszych eksperymentach symulacyjnych badano wp³yw nastêpuj¹cych
czynników:

— zmiana wartoœci parametru b;
— zwiêkszanie ró¿nicy pomiêdzy doln¹ granic¹ zdefiniowania niezerowej

czêœci wykresu funkcji przynale¿noœci wartoœci startowej, zmiennej rozmytej xt

w modelu 3.1, a górn¹ granic¹ analogicznego przedzia³u parametru a.
Jeœli chodzi o zmianê wielkoœci parametru b to nie odgrywa ona istotnego

wp³ywu na ogóln¹ tendencjê dynamiki pola pod wykresem funkcji przynale¿noœci
zmiennej rozmytej modelu 2.1. Jako przyk³ad mo¿na wskazaæ rezultaty ekspery-
mentów symulacyjnych z modelem 3.1, w którym przedzia³ zdefiniowania nieze-
rowej czêœci wykresu jego funkcji przynale¿noœci by³ stopniowo modyfikowany.
Modyfikacja polega³a na zmniejszaniu ró¿nicy pomiêdzy s¹siaduj¹cymi wartoœ-
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ciami dziedziny tej funkcji, odpowiadaj¹cymi wierzcho³kom na jej wykresie.
Ró¿nica ta by³a stopniowa zmniejszana do wielkoœci bliskich zeru. Otrzymane
w wyniku eksperymentów z modelami 3.12—3.15 wykresy przedstawia rysunek
3.10.

x xt t� � � � � � �1 0 0 7 1 0 8 0 0 9 0 1 1 1 9 0 2 8( / , / , / , ) ( / / , / , )~ ~ ~ ~ ~ ~

x 0 0 0 9 1 1 0 11� � �~ ~ ~/ , / / ,
(3.12)

x xt t� � � � � � �1 0 0 7 1 0 8 0 0 9 0 1 1 1 7 0 2 4( / , / , / , ) ( / / , / , )~ ~ ~ ~ ~ ~

x 0 0 0 9 1 1 0 11� � �~ ~ ~/ , / / ,
(3.13)

x xt t� � � � � � �1 0 0 7 1 0 8 0 0 9 0 1 1 1 4 0 1 8( / , / , / , ) ( / / , / , )~ ~ ~ ~ ~ ~

x 0 0 0 9 1 1 0 11� � �~ ~ ~/ , / / ,
(3.14)

x xt t� � � � � � �1 0 0 7 1 0 8 0 0 9 0 1 1 1 2 0 1 4( / , / , / , ) ( / / , / , )~ ~ ~ ~ ~ ~

x 0 0 0 9 1 1 0 11� � �~ ~ ~/ , / / ,
(3.15)

WyraŸnie wskazuj¹ one na podobny charakter dynamiki do opisywanej wcze-
œniej. Bardziej znacz¹cy wp³yw modyfikacji parametru b uwidacznia siê dopiero
na wykresach pierwszych pochodnych wyznaczonych w oparciu o dane empi-
ryczne. Prezentuje to rysunek 3.11.Tym niemniej w ka¿dym z modeli 3.12—3.15
znajduje zastosowanie opisana procedura estymacji wzoru 3.9, s³u¿¹ca w efekcie
aproksymacji za jego pomoc¹ dynamiki pola pod wykresem funkcji przynale¿noœ-
ci badanej zmiennej rozmytej.
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Odmienna sytuacja ma jednak miejsce w odniesieniu do drugiego ze wskaza-
nych przypadków.

Przyk³adem mog¹ byæ modele 3.16—3.18.

x x

x

t t� � � � � � �

�
1

0

0 0 4 1 0 5 0 0 6 0 0 1 1 0 2( / , / , / , ) ( / / / )~ ~ ~ ~ ~ ~

~ 0 2000 1 20001 0 2000 2/ / , / ,~ ~� �
(3.16)

x x

x

t t� � � � � � �

�
1

0

0 0 4 1 0 5 0 0 6 0 0 1 1 0 2( / , / , / , ) ( / / / )~ ~ ~ ~ ~ ~

~ 0 1000 1 10001 0 1000 2/ / , / ,~ ~� �
(3.17)

x x

x

t t� � � � � � �

�
1

0

0 0 4 1 0 5 0 0 6 0 0 1 1 0 2( / , / , / , ) ( / / / )~ ~ ~ ~ ~ ~

~ 0 100 1 1001 0 100 2/ / , / ,~ ~� �
(3.18)

Przebieg zmian pola pod wykresem funkcji przynale¿noœci zmiennej rozmytej
xt dla tych modeli ilustruj¹ wykresy na rysunku 3.12.

Pokazuj¹ one jeszcze jedn¹ odmianê dynamiki tego wskaŸnika. Do jej aprok-
symacji konieczne staje siê jednak wykorzystanie wartoœci jego drugich pochod-
nych obliczonych dla danych pochodz¹cych z eksperymentów symulacyjnych.
Jest to nastêpstwem ujemnych empirycznych wartoœci pierwszej pochodnej pola
pod wykresem funkcji przynale¿noœci zmiennej rozmytej dla tych modeli. Jako
przyk³ad mo¿e pos³u¿yæ przypadek opisany wzorem (3.16), co ilustruje wykres
na rysunku 3.13.

Wykres wartoœci drugiej pochodnej wskaŸnika pola pod wykresem funkcji
przynale¿noœci zmiennej tego modelu, wyznaczonych w oparciu o rezultaty eks-
perymentów symulacyjnych prezentuje rysunek 3.14.

66 Ma³gorzata KuŸnik-Urban, Wit Urban

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46

R y s u n e k 3.11

Wykresy wartoœci pierwszych pochodnych zmian pola pod wykresem funkcji przynale¿noœci zmien-
nej rozmytej w kolejnych przebiegach symulacji z modelami 3.12—3.15, wyznaczonych w oparciu

o dane empiryczne

� r ó d ³ o: opracowanie w³asne.



Mo¿na go aproksymowaæ za pomoc¹ wzoru 3.6. Wynika to z faktu, ¿e zloga-
rytmizowane empiryczne wartoœci drugiej pochodnej odpowiadaj¹ w przybli¿eniu
funkcji liniowej (rysunek 3.15).

Zgodnoœæ nie jest jednak tak dok³adna, jak w przypadku wczeœniej rozwa-
¿anych przypadków. W rezultacie wzór wyk³adniczej aproksymacji empirycznych
wartoœci drugiej pochodnej pola pod wykresem funkcji przynale¿noœci zmiennej
modelu 3.16 przyjmuje postaæ

�� � �� � � �
P P t eX X

t

t t
( ) , ,0 51716 5 461463 (3.19)
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Wykorzystuj¹c z kolei zale¿noœæ 3.9 mo¿na otrzymaæ zapis definiuj¹cy aprok-
symacjê pierwszej pochodnej

� � � � � � �� �
P P t e EX X

t

t t
( ) , ,, ,1 93364 3 320820 51716 5 461463 0 7, (3.20)

Odpowiedni wykres konfrontacji wartoœci tej wielkoœci obliczonych za pomoc¹
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powy¿szego wzoru oraz danych pochodz¹cych z doœwiadczenia przedstawia rysu-
nek 3.16.

Uzyskany poziom zbie¿noœci pozwoli³ na przekszta³cenie zale¿noœci 3.20 do
postaci definiuj¹cej dynamikê pola pod wykresem funkcji przynale¿noœci zmien-
nej modelu 3.16.

� � � � 
 � � � ��

�
�

� �
P t e C t R P t P t dt e CX

t

X X

t

t t t
( ) ( ) ( )

1 1

� �

� � � � �

�
� �

� � �

��
�

dt

e Ct D t R
t1

2�

� �

(3.21)

Jak ³atwo zauwa¿yæ parametry wzoru 3.21 s¹ ³atwe do estymacji przy wyko-
rzystaniu podobnej zasady, jak w przypadku zale¿noœci 3.9. Tak wiêc w odniesie-
niu do modelu 3.16 przyjmuje on ostatecznie postaæ

P P t e EX X

t

t t
� � � �� �( ) , ,, ,3 738975 3 32082 070 51716 5 461463

t t R� �2 486415, (3.22)

Wykres dynamiki teoretycznej (opartej na powy¿szym wzorze) oraz empirycz-
nej (wynikaj¹cej z danych otrzymanych w kolejnych przebiegach eksperymentu
symulacyjnego) pola pod wykresem funkcji przynale¿noœci zmiennej rozmytej
modelu 3.16 zawarty na rysunku 3.17 stanowi pewne potwierdzenie dla pra-
wid³owoœci dokonanych przekszta³ceñ.
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Przeprowadzone dodatkowo badania potwierdzi³y przydatnoœæ wzoru 3.21 oraz
procedury jego estymacji tak¿e w odniesieniu do wczeœniej prezentowanych przy-
padków, wskazuj¹c na jego ogólniejsze znaczenie przynajmniej w odniesieniu do
rozwa¿anej klasy modeli matematycznych.

4. Wnioski

Przedstawione w opracowaniu rozwa¿ania zosta³y oparte na licznych ekspery-
mentach symulacyjnych z ró¿nymi modelami wykorzystuj¹cymi metody teorii
zbiorów rozmytych. Czêœæ z nich zosta³a wykorzystana w formie przyk³adów do
zilustrowania postawionych w artykule tez. Potwierdzaj¹ one przydatnoœæ funkcji
wyk³adniczej do aproksymacji dynamiki pola pod wykresem funkcji przynale¿-
noœci zmiennej rozmytej modelu o ogólnej postaci (2.1). Nale¿y przy tym zauwa-
¿yæ na podstawie zaprezentowanych rozwa¿añ, ¿e ogóln¹ postaæ tej zale¿noœci
najlepiej definiuje wzór (3.21). Dodatkowe eksperymenty, przy rozszerzeniu dzie-
dziny funkcji przynale¿noœci dla wszystkich wielkoœci rozmytych modelu do ca³ej
przestrzeni liczb rzeczywistych, równie¿ potwierdzi³y zasadnoœæ sformu³owanych
wniosków. W tych jednak przypadkach liczba uzyskanych danych empirycznych
w eksperymentach symulacyjnych by³a znacznie mniejsza ni¿ w sytuacji na³o¿o-
nych ograniczeñ na dziedzinê tej funkcji. Tym niemniej uzyskana wiedza odnoœ-
nie do specyfiki rozmytych szeregów czasowych wygenerowanych w oparciu
o znan¹ z analizy skalarnej zale¿noœæ liniow¹ pozwala na jej praktyczne zastoso-
wanie. Tak¹ propozycj¹ mo¿e byæ aproksymacja gausso-podobnych funkcji przy-
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nale¿noœci zmiennych rozmytych w eksperymentach symulacyjnych opartych na
podobnych jak w opracowaniu zasadach. Nale¿y jednak pamiêtaæ, ¿e pewnym
ograniczeniem w tym zakresie jest brak potwierdzenia na drodze analitycznej
przedstawionych w artykule tez. Dlatego winny byæ one weryfikowane symula-
cyjnie ka¿dorazowo w odniesieniu do konkretnego przypadku.

Dodatkowa konkluzja zwi¹zana z przedstawionymi w artykule rozwa¿aniami
dotyczy mo¿liwoœci badania na drodze analitycznej szeregów czasowych pierw-
szej i drugiej pochodnej pola pod wykresem funkcji przynale¿noœci zmiennej roz-
mytej równania ró¿nicowego, otrzymanych w nastêpstwie eksperymentów symu-
lacyjnych. Oprócz ich przydatnoœci dla opisanej procedury aproksymacji wzorów
(3.9) oraz (3.21) spe³niaj¹ one tak¿e funkcje badawcze w odniesieniu do dynami-
ki wspomnianego pola pod wykresem funkcji przynale¿noœci zmiennej rozmytej.
Nale¿y bowiem pamiêtaæ, ¿e pierwsza pochodna tego wskaŸnika stanowi miarê
szybkoœci jego zmian w ró¿nych momentach czasu, podczas gdy druga pochodna
informuje z kolei o zmianach tej ostatniej wielkoœci (szeroko rozumianym przy-
œpieszeniu). W ten sposób znaj¹c postaæ analityczn¹ tych dwóch zale¿noœci mo¿-
na wyci¹gaæ dalsze wnioski odnoœnie do dynamiki procesów rozmytych opisywa-
nych równaniami ró¿nicowymi. Jest to te¿ potencjalnie znacz¹ca dziedzina dla
dalszych badañ.
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